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Предговор

оящата книга е цучебник по математачески анализ по съгла-

ваната между Москозския и Софийския университет единна

зграма за втори курс.

Тя обхваща напълно материала за amopama година на абуче«

€, предвиден от програмата за студентите от университетите

2CCP и Boacapus, по специалнастите математика, прилозжна

ика, инфаърмиатика и механика.

1 Σ  ̓ Учебникът съдържа теорията на редовете от числа и функауии,

горията на кратните собствени и несобствени интеграли на

кан, теорията на криволинейните цнтеграли ий на цнтеегра-

(Пе на повърхнина, както и теорията на интегралите, заацсеща

ἴ параметри, теорията на полето (аключителна теодрията на

еренкциалните форми s евклидави прастранства), теадрията на

те и преобразованията на Pypue.

Както и първата част, настоящият учебник съдържа три

зразличими нивга на изложение: елементарно, OCHUBKO и πὸ-

«

[y Ὴ

ὰ

'

й

е

Е ж

+

Елементарното ниво umaisaps на програмата на техниче-

2 вузове на СССР със задълЗоцгна цизучаване на математи-

- аналиа; (CHCBHOMO нивоа на излаъженцие отеоваря на про-

ата на специалнестта приложна математика и цнформа-

UKQ, а материалът на повищеното нива на изложение допъл-
Оеновнато нива с ргдица раздели, Κυμπι2) обикновено ве u3Y-

ат в механа-лматгматическите флкултети на университетите.

-Текстът, означен в книгата с 082 OMSZCHU черти, се отнася

„ Повишгното назо на илънегал2; MIKCMBT, означен с една

ι черта -- 00 основното нцаз на изложенцие, останалият

'1
o

ре



12 ПРЕДГОВОР

текст предстадлява съдържание на елементарно ниво на изло-

женце.

За усвояванста на материала на елементарно ниво не се

изисква четене на жматериал ст аснсвното и повишенота ниво,

а За |разбиране на материала на OCHOBHO ниво не се изисква

четене нйа този с повишена ниво.

Като цяло материйалът в настаящия учебник много се добли-
жава 00 курса, който рейлно може да се прочете за студентите

Om универесцтетите,

При създаването на учебнака авторите са използували тра-

диционните лекционни курсове а Московския и Софийския универ-
cumem, както ц част от дматериала om книгата на B.A. Илци

и Е.Г. Позняк «Основи на математическия анадиз».

Асторите цзразяват дълбока благодарност на елавния редак-
тор на тази книга акад. А. Н. Тихонов за многобройните ценни”

съвети и забележки, |

Aumopume дължат особена благодарност на И.С. Ломов и
С.Л. Троянска, които оказаха неоценима помощ на всички етапи
от написдането на тази книга.

Москва, януари 1986 г.
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| 1. Числови редовеὶ

A

"

εἶ

| B средния курс читателнте са се срещали със ¢ yMil, ΚΟΉΤΟ съ-

държат безбройно много членове (например със сумата на безкрайна
геометрична прогресия).

- Makap че нзследването на подобни суми, наречени редове, може

да ЩС сведено към изследване на числови редици, τῷὸ тези суми

“ШВСШТ самостоятелно задълбочена изучаване. Същите ПРЕДСТЗБ-

ляват важно средство 33 представяне на различни функции, сре-

mamy се в апализа.

§ 1. Пенятие за числов ред

1, Сходимост н разходимост на редове. Да разгледаме произвол-

ната числова редица Wy, Ua - . ., Цуе е« и фърмалио да образуваме

от нейните елементи безкрайната сума

i

(i.1) χ: gt ov В Ч не -Σ " .
ἡ παὶ

Формално съставената сума (1.1) е πρηέτυ да се нарича ἡ ἢ ἐ-
ADB ред нли просто ред. При това отделиите събираеми u, е

прието да се наричат членове на реда (1.1).

Сумата на цървите п члена на реда (1.1) е прието да се на-
ῬΗΠΒ п-та частична сума на този ред и да се означава със

символа 5..

И така по определение

11-»2) З - иу ае +u,= Σ tye
#21

- Редът (1.1) се нарича сходящ, axo e сходяща педицата
154) от частичните суми (1.2) на този ped. При това границата
З На тази редица се нарича су ма на реда (1.1).
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По този начин за сходящня ред (1.1) със сума 4 можем фор-

мално да напишем равепстоото

S: Σ Не
йе |

В случай че за дадения ред (1.1) редипата ΟἹ частичните суми

(1.2) е разходяща, Τὸ редът се ицарича разходящ,

Виждгме, че pousiTHeTo сума е дефинирано caM0 33 сходящи

редове, при това (за разлика от понятнето сума на краен брой

събираемни) понятието сума па ред се въвежда чрез граничен преход.

В съвремениата математика и в нейните приложения често се

себлъскваме с редове, за копто редицата ot частичиите суми (1.2)

е разходяща. За инякон такицза редове се възежда понятне сума в

обобщен смисъл. B #7 от тази глава ще бълат разгледани най-упо-
требяваните методи за обобщено сумиране ua разходящи редове.

Едни от основните проблеми на теорнята на редовете е този

за намиране на признаци за CXOAMMOUT н разходимост ΜῈ редове,

В § 2 ще бъдат доказани такива признаци 33 редове с пестрица-

телии членове, ав § 4 - 32 редове с произволни членове.

Да сс спрем на някон примери на сходиящи и разходящи ре-

дове.

19, Ще изучим въпраса 33 сходимостта на реда, съставен от

членовете на геометричната прогресия

(1'3) 1+£{+q*+ '*‘*}'q*-f-.--:z qk—I_
Х|

Тъй като п-тата частична сума 5 на тази ред при : 1 има
вида

- 7е
(1.4) Е ЕА

τὸ очевидно при |4|< 1 редицата от частичните суми (5,) клони

към o
1--4

Следователно при |4|<1 редът (1.3) е сходящ и има сума,
1

L g

Ако gi>1, 10, ὐ израза (1.4) се вижда, че редицата от ча-

стичните суми {S,) е разходяща, т.е. при |9|>1 редът (1.3) е раз-

ходяЩщ.

За пълинота остава да разгледаме случая |4 |-1, т.е. случая,

когато Φ е равно на + иди —L

B случая 4- 41 всички членове на реда (1.3) са равни на

равна 14
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..____P___-—-——-—-_—__
-_—I——-

гединина Η л-тата частична сума на реда S, ¢ равна на п. Оттук
Хеледва. че в случая 4-4+1 редицата {S;} е разходляшща, т.е. редът

{1.3) Θ разходящ. 
|

а )Наъ%ая в случая 4-- --ἰ редът (1.3) има вила 1--14+1-- |ае
"fi следователно peinuata {S,} o1 частичните суми съвпада ¢ оче-
ε ̓
"видио разходищата редица 1, 0, 1o oo Taka ве и ΠΡῚ д- - pe-

“дът (1.3) е разходяш.

27 90 За фикспрано число х да разгледаме въпроса за сходимо-

«етта на следнинте редове“:
Н

Πχ X L o(ri.fi) ITT!— Τ T 1 ἩΔ-“ ἓ1 (Е- Τ

Ν к Yk |
3 κ R M s а τ

(1.6) хъ (2~ 1! ';t Ν
μ - ἈΝ -

ξ κ 3 В τ ὐ ς .
(1.7) 15еу Еуе Σ Е

Означавайки п-тите частични суми на редоеесте (1.5), (1.6) и

(1.7) съотпетио с 5.}(χὺ, 50 (Ἱ " 594(4), можем да пишем

не

, κ ΕΝ Ν : |

(1.8) ЕКТИ

("] — м 4 Ъ---. e А t-;--——-—o-—- .

(1.9) ST =y τπρ " πὶ | (2n— 1
х .. | („ “f:-—l; х:! ц 2

Като съпоставим изразите (1.8), (1.9) и (1.10) ¢ разлаганията по

!tflgm}"nam на Маклорен на фупнъцниите «““, siny И со5Х (вж. п. 2,
ξ 9 τ глава 6 на част ), получаваме, че

ε ̓ =St (х-+#:) (x).

:, (1.11) sinx— 55 (x) + REY (),

,:- cos x =S (x) + R (x),
-

1 жъдето R (x), R (x), #9 (х) означават л-тите остатъчни члепове в

разлаганията по формулата на Маклорен съответио на функцаите

у €% sinx н cosx.

« Символът 0! отъждествяваме с чеслота L.
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-_ ;

e

B пунктове 1 н 2, 5 9, глава 2 на част | e доказано, че ΒῈ
всяка точка х от реалната права тези остатъчни членове клонят
към нула при n—co. Следователно съгласно с (1.11) във всяка
точка х ст безкрайната права частичните суми S, 89 н 50 кло-
Η͂Τ към граници, съответно равни на е“, sinx н ο9 Χ. Това озна-

чава, че редовете (1.5), (1.6) и (1.7) са сходящи във всяка точка
х or безкрайната права п техните суми са равни съответно на
е”, sinx п cosx.

Забележка !. Ще подчертаем, че or формална гледна точка
изучаването на числовите редове е нова форма на изучаване на
чнсловите редици, понеже: |) на всеки ред (1.1) еднозначно се
съпостави редицата {S,} от негавите частичнн суми, 2) на произ.
волка чнслова редица {S§, ) еднозначино се съпоставя числовият рел(1.1) с членове «) -5), ty—Sy—Sk—y при k>1, за който тази рединца
служи за редица от частични сумни,

Забележка 2. Ще отбележим две простн свойства на произ-
нолеи ред, конто следват пепоередствено от определението за схо-
димост на ред.

I. Премахването на краен брой членове на реда (или добавя.
нета към реда на краен брой нови членове) не влияе на сходи-
мостта или разходимостта My,

П. Ако С e различна or пула константа, μχ Ξ С. ц та редътL5

Σ Uy е сходящ тогава и само тогава, когато ¢ сходящ редът
Въя |

жу

k=]

3a обосноваванета на първото от тези свойства е ADCTATLYHO да
се забележи, че в резултат на казаното премахване (или добавяне)
на краен брой членове всички частичии суми ча реда OT известно
MACTO нататък се изменят с една н съща константа.

33 доказателетвото на второто свойство нека означим ς δ ́, π
==} -

S, пл-тите частични суми съответно Π8. редовете Σ и Σ 1, .
k=1 k=1Вижда се, че §,=C. б., където C=0. Оттук следва, че lim S ΓἘ-

Нне а
ществува тогава и само тогава, когато съществува lim S,.

-

2. ΚΡΗΤΕΡΗΗ на Кошни 38 сходимост на редове. Тъй като въпро-
сът 32 сходимост на лдаден ред е еквивалентен MO определение на
въпроса за сходимост 1@ редицата ΟἹ частичните MY CVMH, TO ние
ще получим необходима и дастатъчно условие 3a сходимост на

-
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ден pex, формулирайки критерия на Коши 3a редицата or не-.
зите ΔΌΤΗΜΗΗ суми. За удобства да формулнираме отново кри-

Фия: на Коши за редици. За да бъде редицата (5,) сходяща, е
бходимо и дсстатъчно 3a всяко положително число € да съще-

паува номер N такъв, че за всеки номер п, удовлетворяващ ус-
o n=N, и за всяко естествено p(p=1,2,3,...) да ев сила

- Като следствие от това твърденике получаваме следната TLO-
«

TMM

-Teopema 1.1 (критерий на Кошни за редове). За da е сходящ

т Σ Uy, € несбходимо и достатъчна за веяко положителна

) & да същестаува нз.н? N такъв, че за всеки номер п, удов-

;шщ услоавието a=N, u за всяко естествено число p(p=

й

. ае πλθ

Е l Σ Hy

ъзтелството на тази TEOPEMA € достатъчно да забележним,
чината, стояща под знака 38 модул в неравенство (1.12),

Щ 8;|+р*-8..

е отбележим, че крнитерият Ha Коши представлява главно

етичен интерес. Неговото практическо използуване за доказ-
на сходимостта HAH Pa3XOAHMOCTTA KA конкретни редове обик-

BEHO е свързано с трудности. Затова наличието на критерия на.

не нзключва необходимостта от намиране на други, прак-

и по-ефективин критерни 33 сходимост и разходимост на

e

.

Π Ε ὴ

0}' теорема 1.1 се poayuapar две елементарни, HO важни
ΤΒΗΗ͂,

Следствие 1. Ако редът Σ и, e сходящ, то редицата r,=
oA
«

и, е безк райно малка. Tlpueto е r, да се нарича пети оста-

ῳ

на реда Y. u,.
k=]

:За да докажем следствне I, е достатъчно да докажем, че. 38
κῸ £2>0 съществува номер А тТакъв, Че |г.| <& при n=N. По-

ото неравенство следва непосредствено от неравенство (1.12),

Сатематаческя анализ, И част

-
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което е вярно ΠΡῊ p=1,2 3, ...1 от теорема 3.13 от т.4, 8 1,

raasa 3, част . Ν '

Следствне 2 (необходимо условне 38 CXOAHMOCT на редове).
.. 2)

За да бъдЕ сходящ редът Σ U, € необходимо редицата

иъ Uy, Цуе Uy, - .. Ст членовете на реда да e безкрайно малка.

Достатъчно е да се докаже; че за дадения сходящ ред и 38
всяко ε»ῦ съществува номер Ng такъв, че ΠΡῚ n=N, € в сила

|u,| <e. Нека ¢ дадено пронзводрно e>0. Съгласно теорема 1.1 съ-
ществува номер N такъв, че при п:-А н за BCAKO естествено р е

изпълнено неравенелно (1.12). В частност при p=1 това неравенство
има внила

(1.127 |я+1| < Е (при nizNJ.

Ако сега положим КМу-АМ.-1Т, 10 при ло:М,, имайки предвид не-
равенство (1.12'), получаваме | u, | <e, което трябвате да се докаже.

С други думи, следствие 2 може да се формулаира така: 58
ш :

сходимостта HA реда Σ и, е пеобходимо {{π| u,—0. Следавателно
Ке | Ее

при изследване сходимостта 1A даден ред трябва преди всичко да

се провери дали клони към нула K-THAT член на реда ΠΡῊ #-«о.

Ако тоша не е така, то редът е разуодящ. Така например редът

ι

ΝΞ ТЕ +8000 4 .

е очевидно paammtm, NOHCHE

' | Е а

и шу П а водра = О0.
ре

Аналогичио разходимостта на вечЕ“ познатия ни ред Σ (- ф“
: . : k=)

следва от факта, че РШ (--1)271 не съществува.

Да подчертаем обаче, че KJAOHENETO към нула на А-тия член
8 реда при k—oo е необходимо, но не е достатъчно условие 38
сходимост на реда. Като пример да разгледаме реда

ιΆ

1 1 1 11.13 К ЕЛ Е ИЕ S S(1.13) ;пд1+2ь3ъ Ш

Този ред абикповено се ,нарича хармоничен ред. Очевндно за хар-
MOHVYHIA ред € нзпълнено неабходимото условне 38 сходимост, но

(както. € доказано в Τ, 3, § 3, глава 3, част 1) реднцата от частич-
τ суми на този . ред е разходяща.
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#5 2. Редове с неотрицателни членове

'f, Необходимо и достатъчно условне 38 CXOAHMOCT на ред с неот-
оицателни членове. В този параграф ще разгледаме редонве, всички

„Ецщленове на KONUTD са неотрнпателни.,

. -Редове с неотрицятелни членове се срещат често в приложе-
Тиията. Освен това тяхното преднварително изучаваце ще облекчи
гузучаването на редове с членове с пронзволнии знаци. По-нататък,
ἾΒΆ. Β подчертаем, че става дума 18 редове с пеотрицателни членове, .

ще означаваме членовете на такъв ред ст+с символа P, вместо W,
с ΜΌΕΜ зеднага да отбележим основното характеристично свой-

ἔρΊΒΟ ἘΒΔ ред с неотришателни членонве: редицата от частичните
СеуМа: ὰ такъв ред е ненамаляваща. |
Σ Ξ Tops ни позволява да докажем следното тнърдение.
iy Teopema 1.2. За да бъде един ред с неотрицатеани членоае схо-
Съе нефбхедимо и достатъчно редицата OM частиачна пе му суми

,Е0дахезоераничена.

Ἱ Необходимостта следва от факта, че псяка сходяща редица е
ограничена (предвид теорема 3.8 от § 1, глава 3, част 1).

«Дростатъчността следва от това, че редицата от частичните суми
„ „Деснепамаляваща и следозателно за сходимостта й е достатъчно тя

.

ἰ δεπὸ ограничена (предвид reopema 3.15 от точка 2, 8 2, глава 3,
х

«

:

ι κ флу »"ἰ
. T L‘:x ‘lr'“

LTM 
м

Y - 1@ Критерни aa сравнение. B тази точка ще докажем редица
!

„укрятерин, позволяващи 13 се направи заключение 33 сходимостта
Дал разходимостта) на разглеждания ред чрез сравненнето му с

аруечред,. чиято сходимост (или разходимост) е известна.
' -

͵ '?ufimua 1.3. Hum; Py U Σ р са два реда с неотрицателни
͵ δὼω =
-

[ р“еенове: Hexa за acexu номер Е e изпълнено

и

-
.

ο

-

-

#

Pe=pPy -

5ава om cxodumocmma на peda Σ P’y следва сходимоста на реда
П 

Е--1 | 
|

T

З #

е

. .Р.; от разходимостта на ρεἀιΣ P, следва разходиместта на
ἐπι

: .

“Μ
ей ме

“ ς ι'

: e}

-

-
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Доказате лство.. Да O3HAYHM п-тите частични суми на редо-
а Γ- εἰ  ̓

вете Σ p,u ) ру съответно с S, н 8, . От (1.14) следва,. че
Е | k=1 О

S,=8,. Последнато неравенство. ни позволява да заключим, че от
ограничеността на редицата ot частични суми {S,'} следва ограни-

ченост на реднцата ot частичии суми {S,} W, обратно,. от неогра-
ничеността Η .редицата от частични суми {S,) следва неограни-
ченост на редипата от частичин суми (5,). Вземайки под внима-

нне теорема 1.2, тепрема 1.3 е доказана,

Забележка 1. В условията на теорема 1.3 може да се понска
неравенетво (1.14) да бъде изцълкнено не за всички номера &, а само
33 тезн, които са по-големи от някой номер K,. Нанстина съгласно
забележка 2 в края na т. I, § | премахването на краен брой чле-
пове не BJIHAC на еходимостта на реда.

Забележка 2: Теорема 1.3 остава вярна, ако в предполо-
женията 8 теоремата заменим неравенство (1.14) със следното
церавенство!:

(1.15) р.аС ра ”

където С е произволна положнителна константа.
Нанстнна от забележка 2 от т. I, 6 | следва, че проблемът за

o

CXOAHMOCTTA на реда Σ P, е еквивалентен на проблема 38 сходни-
Фе |

L] ,

мост на редаЕ (Cpy'). При. това естествено можем да понскаме
еа1

неравенството (1.15) да бъде изпълнено, започвайки от някой. до-
статъчно голям номер R, -

Следствие от теорема 1.3. ΑκσΣ Py е ред с Heompuyameanu

ка

членове, а Σ Py’ € ред със строго положителни членове и ака съще-
k=1

cmaysa крайната граница

lim #Еу
B —vou Ρἑ-

сз

mo от cxodusocmma на реда Σ ру следва сходимост на „реда
#1
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. g

. > 
-

ч

„
TM

:

2. - Σ ру пт разхедимостта на peda Σ РА ::ладва разходимост. на

- -

% B -

, Ἔ Ἀε Ге

е . Σ Ρε. -

- : гдожвзвтелствп. Тъй като lim ш =L, то съгласно опре-

. »:ТТ-.-“ 38 гранипа на редица 38 вснка e>-0 съществува номер

къв че ΠΡῊ k=N e B cuaa

" : H" м L— :-:-< {L+:
само ) |
ΠΙΝ
Ч: _ (ователно при =N e вярно нсравенствпто Р.<(1.4-2)р,”. Послед-

 ̓ ἡ неравенство съвпада с неравенство (1.15) при С - L-H., Пред-
оло | i забележка 2 към теорема 1.3 следетвието е доказано.
аЕ н

HOTO "Tfeupexa 1.4. ΙΙεκσΣ py U Σ p, ва два реда със cmpoeo по-

щ членове. Нгка зпаснчьи нсмера Е е вярно неравенстаста

I. Pesy P;+l

OaH- я ;?ш om сходимастта на реда ;т py следва схедимест ка реда

г“- от разходимостта на реда Σ P, следва разхадитост на
Е | "

до- ;р..

доназнтелс тво. Нека да запишем неравенство (1.16) 38
I, 2, <. H—1, където п € произволен номер. Ще имаме
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Като умножим почленно всички написани неравенства, получаваме

P, !
ия pan р ἘΞ ι р.. Тъй като в последното неравенство вели-
” Р Py

-

чината Ο-- ὶ е абсолютна положителна константа, HC3ABHCENL:
#)

от номера R, то съгласно забележка 2 към теорема 1.3 теорема
1.4 е доказана, |

Забележ ка 3. B уславията na Teopema .4 може да се noucke
веразенство (1.16) да бъде изпълнено не 38 венчки номера R, а
само започвайкн от UAKOA номер # (тъй KATO оОтстраняването Η9
краен брой членове на реда не влияе на сходимостта на реда).

Диете доказани B тази точка теореми се наричат теорем :
38 сразнение Η ΠΗ критернини 38 сравненние.

Ще дадем примери за прилагане на критерните за сравиенисе.
ε. Да изследваме пъпроса за сходимост на реда #

а

"
ΐΣι gk КЪдето 530,

Ако #<51, то K-TERT член на разглеждания ред не клони KbM нула
ap A «со. Следователно необходимою условие 38 CXOAHMOCT на
редовс е парушено Μ зиячи редът е разходящ. Ако b>1, 10 понеже

за BCAKO # € 2 сила неравенството

! 1

Прък к
в

н понеже редът # E'F е сходящ, теоремата за сравнение [.3 ни
153

позволяза да твърдим, че разглежданият ред е сходящ.

2. Да изследваме въпроса за сходимост при произволно «< |
на «ледния ред;

T

1 1 1(1.17 LI IV I ,

я Ι:Σ-ι “ Т2“ К“
Този ред се нарича Ччесто обобщен хармонпичен ред. Tui
Kato при 2=l за вееки номер Х е в сила неравенствота

и понеже хармоничичлят ред е разходящ”, то теоремата 38 сравнс-

+ Разходнмостта на хармоннчния ред-е доказана B края на т. 2, § .



“
Π

вели-

Критернн на Даламб:р н Коши. Коритеринте на Даламбер н .

нсеща ..Е-"“.Т.“"“,”“ OCHOPABAT на сравиеннето на даден ред с геометрична

Σ еаъе gt | |<1,
Lo Е |

49 с разходящия ред
τ на “ "

18).

peMu ) ; Ἐ Ν
ОЕ -1

| '-'-r'l'wcflpeflt L5 (критерий η HanamGep)*. |. Axo за всички no-
ера Е или най-малкото зЗапочзайки om няксй немер k, e 8 сила

Pesy . Pryy .

. . гь A< ( :: "‘")
г нула СН З "
зст на Ἴ а « .
опнеже п gfi'amz ра ¢ сходящ ( пазхадящ),

ъ .д„ Е)

'?51‘. Ако съществува гганицата “
е Πι.
421 Н ke AL

) ΠπῚ = .: ιξξ ь) | Бе Ρὰ '
...3B“L*' ! се

23 ГЕто-редът Σ py е сходащ при L<V u е разходлщ при L>1.
B b=  ́

«<- | и Ν Ξ
' . Tatrpena Г обикновено се нарича критернй на Даламбер в гра”

#ична: форма. В тази форма той се използува най-често,
„ „Доказателетво. Ще докажем поотделне твърденията Г н Г.
ὙΠ 1) За доказателството ua теорема | да положим p =gt (р.-1).

Тъв Ε Тогава - - g, където g<1 ( *“--—-l) н нне можем да за-
. Ра Ра

Зищем неравенство (1:20) във внда
с . Ръщ i_,fi&..:.,t (_p,&+1 ?Рдм )

ра = P4 Ps " ρκ'

завне- e жак Лерон Даламбер — френскн математик н философ (1717—1783) .
““ При това естествено се предполага, че всички членаве на реда (най.

0 OT вякой цомер нататък) са строго подожнителни.

К. .

#

.

#

КС
.



24 ЧИСЛОВИ PEROBE

Понеже редът Σ βκ'ν съвпадащ с реда (1.18) ((1.19)), е сходящ (pas-
а1

ходящ), то неравенството (1.22) въз основа на теоремата за срап-
а

ненне 1.4 гарантира сходимостта (разходимостта) на рела Σ P,
ks |

Твърденнето | e доказано.

2) Cera ще докажем teopema Г. Ако L<l, то съществува no-
ложително число « лакова, че Д-|--ФЗе и Д4е-|-- e По опредс-

ленкето 98 граница на редпца за избраното € съществува номер

N такъв, че при k=N |

pkdl
R <b4e—=1-c¢.

Чиелото L+e—1- в urpae ролята Ha 4 в Teapema 1. Следователис

редът € сходящ.  ́

Ако (7>|, съществува положително числа e такова, че L — 1 Ἐτ
L—e—1. В 103 случай лявото от неравенствата (1.23) ни дава

(1.23) ἰ,-τ-ες

Ὰ Зъе | (при k= N)

[t ]

Редът Σ P, е разходящ съгласно твърдение |, Teopema 1.6 е до-
Е |

казапа ΠΗ Π Π

Зибележки към теорема 1.5 И

1) Да обърнем внимание на факта, че в теорема 1.5 (1) uepa-
Py

вецствота ,.._.3.:} @< 1 (38 венчки # ат някой HOMCP нататък) не

Ра
може да се замеци ¢ Е «],

р

Наийстяна, както бдеше доказано по-горе, хармоничният рел
(1.13) е разходящ, HO 38 този ред Ре

ΡῈ

мера #).

2) Ака в предположенията на теорема 1.5 (Г) L—1, то не
може да се каже нищо определеноа за сходнмостта на .реда (т.е.

при L—1 xputepnsr на ДаламСер «не работн»). Бакстнна 3a зар-

меничния ред (1.13) L=1, а както знаем, той е разходящ. При

тава 3a реда

(1.24) Зу

_.T:——kfi{] (33 веички но-



(раз-

..

. ΠΕ-

омер

елцо

142

лава

> -

цера-

ред

не

ι HO-

.. не

τ е.

530

Пр #
в

р

авиение 1.3 гарантнра сходимостта (разходимостта) на рьда; П.

“
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“

1

. имаме Г.-1Т. но този ред е сходящ, както ще бъде доказано
едващата точка. 

|

” Теорема 1.6 (критерни на Кошн). 1. Ако за всички номера К или
-малкото залсчвайки ст някой номер Е ната

тък, е вярно не-

нствсто 
.

ξ κ

Jresg<t Фе П

“‘epfimz p, с сходящ (разходящ).
k=1

22
i

ἽΓ. Axo същеставува границата
А

Ше <.
= αν Еъ

"редът Σ py € сходящ ΠΡῊ {φ 1 н разходевщ ΠΡῊ L>1.
А < 

|

Teopema Г се нарича абикновено крнтеркй на Коши в гранична

+

“Доказателство. Твърдения | н Г ще докажем поотделно.

 ̓ .1} За доказателетвато на тео рема | 2a положим ру 4 (py ,
узва .OT инеравенствата (1.25) получаваме
..е

27y . пу ру (Пу Pe)
-

ΓῚ

К xaro редът Σ р/, съвпадящ с реда (1.18) ((1.19)), е «“ ходищ
: δ -

: smy), τὸ нерапенство (1,27) на асцовата ка теоремата за
а

1

. “Teopema 1.6 (1).е доказана.

„ 192)-За доказателството на тепрема 1.6 (1) трябва доеловио да

! „повтори схемата на доказателство на теорема 1.5 (Г), като се
я | #

Ν а ἢ--
НИ BLB вснчки разсъждекия βἶ с/

- Теорема 1.6 e доказака напълно.

| Забележки към теорема 1.6 Ν й

у Както н в предходната теорема, в теорема 1.6 (1) перавен-

„. Pe=g<| не може 13 се замени с „*"р]%:1.
. 2) Η

..

Г-) критерият на Коши в гранична форма «не ра-

. Тезн. забележки магат да се обосноват веднага чрез двата при-

.
L.
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~__—_——__‘—_———l—'——+__________~

мера, дадени KbM CbOTBeTHHTE забележки към критерия на- Да-ламбер. 
|

3) Възпиква въпросът, kot or лвата критерия — на Далам-бер ἩΠῊ на Кошни, е по-силен. Да анализнраме тозн въпрос по от-
ношенние на критерпите na Даламбер н Коши, взети в граничнаформа. Може да се докаже, че от съществуването на гранипцата(1.21) следва съществуването па границата (1.26) и равенство на
avere гракици. (Доказателстваото е дадено в края на тази част.)
Обратното не е вярно. Нанстина вижда се, че за реда

Ὸ ( ὴΝ 3

(1.28) > 2%.;!:-
«Хе |

| чграницата (1.26) съществувя н с pabita на --. докато в същото

време границата (1.21) не съществува. Следователно критерият нг
ΠΗ е по-силен от критерия на Даламбер, понеже винаги когато

„рабаги кригерият на Даламбер, работи и критернят на Кошн, но
съществугат редаве (nanpuMep редът (1,28)), за които Критерият на

| Коциг работи уепешно, а критерият κ Даламбер не дава резултат.
Въпреки това критерият на Даламбер се използува по-често, откол-
кого Криятерият па Коши. |  ́

Примери. 1) Да изследваме въпроса за сходимостта на реда
5 ва л

(1.29) ;1!%1 а

Да прилажим критерия ка Даламбер в гранична форма. Имаме

| } Вщ (ETDMY а ἰ γδξ.(1.80). py -2 а = ket B VT (Η )
От (1.30) следва, че | ΕΝ .

Ра 1 1 “g"' | 1 1 Ξ'lim _'ifl:[{m{ (Η-ἷ)'}- lim = Iim(l'f‘;')ks РКО С еа ( МЕ! bk + χ

--0.уе-0<1,

т.е. редът (1.29) е сходящ. ς
2) Да разгледаме въпроса за сходимост на реда

(1.31) Σ b2k,
а| и

Ще приложим критерия на Коши в грапична форма. Имаме



ΓΗΠΉΩ

" ш; M критерия на Кпшп следва сходимостта на peaa (I 31)

180 1.} В заключение ще докажем, че ако съществува и е равна на

нцата (1.21), то съществува и също е равна ua L границата

ἓ" При доказателството ще използуваме две леми,.
дш 1. Ако редицата {a,} е сходяща и има граница 1, та
# съштв грачица клони и редицата S, -- Ε !

" ::г*;-. патметичните на числата ац. Gy« .. „йл. |

щето “’1 Доказателство. Тъй kato редицата {a,} има грантща (

τ На а „„м всяко 620 съществува номер Ν такъв, че |а,--1|< ; ᾧ 38 Βύπη-

;ζῖϊξ N Фннсирзцс N u отбелязваме, че ΠΡῊ n>>N е в сила ра-

1T Ва

1тат. {ay =+ - #(аа- ἢ
KO- .--ἰ-- :

Ὸ КИ - . ек ка μ ὶ
реда :[.(ἶ'. 09+ : (л ῃ]ᾧ{ΐ“.υι )Ἠυ 0 }

Мщульт на дробта, заключена в големите скоби, не падви-

числото -ξ- - Ш + което € по-малко от -Ξ- Понеже номе-

Хе фикшран m модулът на дробта, заключена в средиите

Ἔ G, не налмннава — 38 всички ΠῈ Ny където Ν e достатъчно
1

Cnemsa-renuo lo,—1 «е при всички ло-/;, къдета Д) е до-
ιῖἷ атъчно голямо. .

' 'ιὶ’ Дема 1 е aoxa3zama.
Ο Jlema 2. Ако редицата от положителин числа @) Uz, .. . йе

®.cxopama и има граница L, то към същата граница Д клони и

редицата от средногеометричните числа

| “
-- к

1-:

|

Ι 1
.

“ 3a намирането на lim х“ e достатъчва A2 се логаритмува изразът x ¥
J!- " ΓΤ Ὶ

AR се приложи правилота Ha Лопитал.
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„Доказателство, Предн венчка да отбележим, чекъснатостта на
ὍΤ непрелогаритмичната функиня получаваме lim Inag, <,

ΠΡῊ L>0. (Последното равенство формално е B сила и ΠΡῊ ἰ.-.-когато Inl.=—w.) Ho тотава no лема 1 38 сходимост на „средн.:аритметичните съществува границата

‘n к

БКА Е η ,- 
| ' 

н

(Последното равенство e вярно и при L=0, когато L= —-. |От последното равенство и| От непрекъснатсстта на показателна-.фупкиня нолучаваме 
'

: ааа. р e . v ey . ., &, bllim у азаз. га = lime " 5 τὸ π|..k=40 s

(Tean разсъждеиия ca верни и ΠΗ L—=0.) Лема 2 е доказана.
Като приложим лема 2 към числата ΕΝ -а.„..-..-.-;“ц .. .й,И 

Ра

:ьЪ-Е-*„ Μ използуваме факта, че грацицата (1.21) съществува o "LI

равна на [, получаваме, че грацимата (1.26) съществува и е равни.ΦΈΜΙΟ на /,, ..

-

4. Интегрален критерий на Kown—Maxaopen. Критеринте на Да.ламбер и Коши се оказват непригодни за изясняване на въпрос .за сходимост на някон често срещаци редове с положителни чле-наве. Така папример с псмощта нд Тези критериин не може да (-HINCHH пъпросът 38 сходиемост на обсбщения хармоницен ред.

м

!
S ———

«

!г:-[ й

(1.33)

(« e произволно peaano чиесло),
Всъщност в края на тсчка ? установихме, че при χ-} редът((1.33) e разходящ, но OUTaRd OTKPHT въпросът за ὈΧΟΠΗΜΟΟῚ на тоз:!РЕД ΠΡῚ . , В тази точка ще Докажем едни общ критерий oсхОодимосТ на редове с неотрипателни членове, от ЖХойто B част-ност ще еледва сходимостта на реда (1.33) при a>1.Теорема 1.7 (теорема на Кошн-Маклпрен). Нека функциятаεἐ ΠΕΟΤΡΗΒΆΤΟΠΗ Β. н нерастяща върху полуправата хо-т, къдетот € произволно фияксирано число. Тогава редът ¢
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1

# εὐ

.

-

i

nenpe. “ o o

Σ flm+R) =f(m)+f(m+1)+F(m+2)+ -
L-—q, 3 k=0
s & Сходящ TOTABA н само тогава, кагато съществува границата на

 ̓ ̓ ̓ ̓ ̓ ̓ | т4я

α,-- [ } (х)ах

елната., Ἐ Доказателство. Нека & е ΠΡΟΗΞΒΟΛΒΗ номер, удовлетворя-

: Зващ -условието k=1, а х е произволна стойност на аргумента от
; егмента m+-k—l<x<m+ik. Тъй като по условие функцията f(x)
| e MepacTsma в този CErMEHT, τὸ за всяко х OT същия CEPMEHT (8
р

Дт+#)<х)5Дт-#--1).
4

та f(x), след като е ограничена и монотониа, е интегруема
@y |, Е интервала [m+-k—1, m+k) (вж. т. 2, §3, глава 9, част I). Освен

TOBA. 0T CBOACTBATA HA нинтегралите (вж. свойство 6), 7. 2, §4, глава
"част. 1) .следва, че

ч+ κπεξὰ περὰ

8 Лт+ ак ἑ Jedxs [ fime k- ак

&

7 ἘΞ fl)desfim+k—1).
s | .

€panencrrara (1.37) сме доказалн 88 всяко k=1, Да запишем тези
сразенства 838 значения на R, равни на 1,2,...,п, където ле
ронаволен номер, Имаме

πτὶ

Дт+1)</ Люакхада),

т+2

Да+2)<| АдакаДт+),
-4ф

К & Е Е 4 & ИЯ & B κ ЧИЯ

тъ

да| Лдакадт+л-).
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е

 

е

О

Като съберем почленно горните неравенства, получаваме
а т+п. т„4+а--1

(1.38) Σ κ - W= Λ k).. 
k=] 

т - 
=

Да означим с S, п-тата частична сума на реда (1.34), равна на

Sn“"-'z f(m+k).
fi=U

Отчитайки означението (1.35), можем да
(1.38) по следния начнн:

(1.39) _ Sa—fm)=a,=8,._, .

Неравенствата ( 1.39) позволяват Ges Труд да докажем теоремата.Нанстина от фармулата (1.35) очевидно следва, че редицата {a, }е ненамаляваща, Следователно, 38 да бъде тя сходяща, е пеобхо-димо н достатъчно да е ограничена. За сходимостта на реда (1.34)предвид теорема 1.2 е необходимо п.достатъчно да бъде ограниченареднцата (5,). От неравенствата (1.39) следва,е ограначена тогана н само тогана.
[ra,,}. T- €. тогава и само тогава, когато o сходяща редицата {a,}.eopemaTta е доказаца,

Примери. 1) Преди шценчко да приложимна Коши--Маклорен за нзясняшане с ходимостта на обалбщения хар-моннчен ред (1.33), Понеже редът (1.33) може да се разглежда
като редот вида (1.34) при т-: |, ;’(.τ):ι--ἷἷ и функцията f(x) e на-

«

полуправата х |, 10 въпросът за
виралентен 1A въпроса за сходн-

i

напишем неравенството

ицтегралния критерна

маляваща и положителиа B XY
CXOAUMOCTTA Ha реда (1.33) с ек
мост на редицата {a,}, където

| а #1 л1“1-1

1 Ге Х | —%
Ν « 

,

nyx lzlnfl ΠΡῊ a=|J.
fl=

Or вида на елементите @ Сследва, че редицата {a,} е разходящапри «1 и сходяща ΠΡῊ «>1, ΠΡῊ това в последния случай1
lima,=— 1 - Следователно редът (1.33) e разходящ ΠΡῊ τ | (rona

:—
fe R et 

" " 4 #+ . l‘ + "ече устаповихме mo-rope по друг начини) и е сходищ при :7>|, ВἩΔΟΤΗΘΟΤ при а-? редът (1.,33) премипава в реда (1.24), чиятосходемоет яече можем да твърдем.

L 

#i
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4

2) Да w3cacapave въпроса 33 CXOTHMOCT Ha реда .
. 

ш 

_

ς (1.40) ΟΣ e

на вълето Ве фикспрано пплп:-цпте-лнп чнслр. Редът (1..49) мон:е--дд

се разглежда като ред от вида (1.34) пря m=2 Π[{.τ):-ἷᾖ-τ'
Ν LT xifox

Поанеже фулкцията / (х) e неотрипателна и нерастяща върху полу-
правата ¥ 2, ΤΌ въпросът 38 «ходимостта на реда (1.40) e еквнина- ..

зто левтен па въпроса 33 сходимост на редицата {Π..}ι където | |

- ре 1--8 I-8 ! -η x ῃ *n—~Ia 2 ..-.«-.- τ а е.. при ΒΞῈ }]54:„ [Ξ5 7 рщ ΠΡῚ В
g — Ξ - и - .| - ΝΗΤΆ. х ие xan

iy : ninx{ «π|ππ - а2? при βώ!!.
"C:l хе . Ν Ξ

14) От внда на елементите a, слелоа, че редицата (а,) е сходяща npit-
"1 p>1 и разходяща ΠΡῊ Bl Следовзтелно редът (1.40) с сходяЩ |
1) ΠΡΗ > и разходящ ΠΡῊ §=1. |

та 5. ΚΡΗΤΟΡΗΗ μ Ῥεδῦθ, Критеривте. на Даламбер н. Коши бяха
7 | основани на сравненнета па разглеждания ред е ред, предетацля-.

ващ сума на геометрична прогрескя, . Естестеена въляикна плеята
'πΓι || 33 получаваце на по-тънки KPHTCPHH, оснанваващи се 1A сраввецие
р на разглеждация ред с други стандартни редове, еходящи или pad- г
да ходяЩи «па-бавцоз» от реда на геометричната ипагресия. |
8. В тази точка ще установим едйпн критерий, основаващ се па

сраниеснието 1A разглеждания ред с нзучения в предната. тачка. ”
13 стандертен pey . . Ν

{
ие га .

1 : 1 !(1.41) Pl & А ἐπ- Ἐ ... | -Ξι ““ а
К Теарема 1.8 (критернй на Раабе"). 1. Ако за всняки вомера
Вл попе от известен помер нататък е BAPHO перавенствота !

(1.42) ἑ( — 4πὶ )Ξᾳ)ἷ" (k( ._f_!.??.‘l_..)fll),
РА й | Ра ͵ , +

га ал |& | TP Редът ΙΙΣ Py е сходящ (разходящ). . . И
1 

- ц - { Η 
i " 1

. Ν ι ,

а | ” Позеф Луланг Раабе — швейцарски математик (1801--18595,

': “ Еестествева ΠΒῊΡ предполагаче, че редът Σ Ра BOGC от някай помер па-.
Ε ἅττῃ ! .
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Г. Ако съществува границата

(1.43) tim в (1- = )L,

TO редът Σ Py в. сходящ. при L>1 и разходящ при L1,
k| ‘ '

рема Г обикиовено се нарича критерий на Раабе B г раничня:
форма.

Доказателство. Твърденията Г и Г ще докажем поотделнс.
1. За да докажем твърдение |, да запишем неравенства (1.42:

във вида

ει 1 4 (Р.ь-м - 1 )

Тъй като g>1, τὸ съществува чпиело « такова, че g>2>1. Кагс
разложим Ффупкцнята (14-х)“ no формулата на Маклорен с остатъ-
чен член във формата na Пеано (вж, т. 2, § 9, глава 6, част 1),
получаваме

в

(1+х)“ =1 +ах +o(x).

Като положим '8 последното равенство. .::--ἑ-“- , намираме

ру a 36(1.45) (1) еае 45 (L)

5+ |
Понеже редицата lk е безкрайно малка, TG OT някой Homep

ke нататък е B сила неравенството

1

(1.46) и (?-) =q—a.
A

k

Or (1.45) н (1.46) получаваме неравенството

(147) “ (0--ξι-- 4 ари #2-6).

Като сравщш неравенствата (1.44) u (1.47), получаваме

“е ς {1--- } () при #2.
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ае

Последните неравенства могат да се запишат още във вида

_ 1
иН И ааа

. «

(1.48) В [Pt B (при #2 ).
o Ра ͵ Ра и

"Понеже редът 1.41) e сходящ при >0 и разходящ при «-1, τὸ
ὋΤ неравенство (1.48) и теоремата 38 сравнение 1.4 следва, че ре-

oo

Ш Σ р. € сходящ (разходящ). Tenpema Ге доказана.
р !

2) Точко както ΠΡῊ критеринте на Даламбер н Коаши, ще све-

-дем твърденне Г към твърдениета Г. Нека L>1. Да положим

-.-,,_.‘};'l‘ g—1+e=I—e. Па определеннето за граница от (1.43)

сдедва, че 33 това к може да се намерн номер [, такъв, че

. Ρ!*#( 2t )—-L‘(s npit &>k, Следователно лявото HCPABCHCTBO
Ра

1.42) е вярно. Ако { . |, τὸ полагаме e= |--Д и по определеннието
за гранинца от (1.43) следва, че от някой номер &, UATATLK е в

енда дясното неравечство (1.42). Teopema 1.8 е доказаца папълно.

Забележка. Ще отбележим, че в теорема 1.8 (1) в ливото

цвераненство (1.42) не може да се вземе 9--| (B такъв случай ре-

дът може 33 ne е сходящ). При Д - | теорема 1.8 (Г) «не работи»
фоъзможна е и сходимост, и разходимост на реда).

Пример. 13 изследваме въпроса за сходимост на реда

. Ες] 1

τρεξεξευτεβῃ
Ἐ

Σ Ра KBAETO р.-а . a-=const>0.

Непосредствено се проверива, че крнтерните на Даламбер и Коши,
приложени към този рел, «не действуватз. Да приложим критерия
на Раабе. Лесно се проверява, че

L
к

Ра 1
&

'ἹΒ"ἨΞΒ се, че последната лроб при #-«а: клони към производната
на фФункцията а“ в точката х-0, т.е. клани към Ina. Съгласно
Еритерия на Раабе пазглежданият ред e сходящ при Ing>1, t.e.
При a>e, н разходящ при Шта<«1, т.е. при a<<e. При а -е въпро-
„бЪът за сходимостта на разглежлания ред изисква допълнително
Marewarasecxn Ечаляа, И четт
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Де 
А

изследване, тъй ката критерият на Раабе «не работи». Друг примс:
на pel. за който критерият ua Раабе «нс работи», е редът (.40

b. Унпверсален ред за сравнение не съществува. Вече отбелязах:
че криятериите на Деаламбер н Коши се основават на сравиениест
на разглеждания ред с реда на геометричната прогресия, а KD -
терият на Раабе - - на сравнение с по-бавно сходящия (или ра
ходящ) ред (1.41).

Естественцо възниква нвъпросът не съществува ли такъв Vil
персален сходящ (или разходящ) (възможно най-бавно) ред, с κοῇτ] може Да бЪДЕ Cpaiaen ПРОПЗНОЛСН рЕД с ΠΕ0} рипателни членста

, Ще докажем, че такъв упиоверсален ред не съществува. Hepo
-“

са дадени два сходящи реда Σ P, N Σ р.”. Да означим съотгетг.
ἀ ὶ ἜΝ

ἘῈ

Cr, И ! техните п-ти остатъци”. Ще казвамс, че редът Σ Е

Е Ὶ
11

. rCXULFIL no-Gas o or реда Σ Py, ако lim = 0. Ще докажем, 1
И 1 ека ΠΗ

За асеки сходящ ред съществудва пед, който е по-бавно сходящ or
е.

него, Нанпстина нека Σ Py е пронизволен сходлящ ред Η r, е Her: -
Х |

"

φ

вият л-ти остатък. Ще докажем, че редът Σ Ρ,(', където р! -уГа-а —
# |

--уг.. е по-бавно сходящ от реда Σ Py Нанстина ако г! е петичи
k=

£

астатък на реда Ер,.”. TO
А |

. ” ἔ

lim --ἰ - {{π| 2 =
naca и Пеъ У Py

Сега ла докажем, че не съществува универсален сходящ ред, .
който меже да бъде сравнен произволен ред. Наистина, ако д1л-

пуснем,. че Ὑ ΔΚ Ὦ Унницверсален сходящ ред Σ ι съществуна, катг
=3

e

вземем 32 него построения по-гаре ред Σ P, ще имаме
Е--1

(==

" За ry вземаме циялата сума Σ р

k=1
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п енне

Ν Е : ὕμ -Ὲ | ше ε-

а —‘;‘,:’. o pk ἀ а Т Ъ:г::-1 " ,.ιι га К же

. 
<

S Следователно от сравиение ¢ реда Σ р. не може да се направи1

КО " Е |

заключение за сходимостта W3 реда Σ p.. Апалагично се доказва,
Ν λεὶ

т че не съществува универсален разходящ ред, CPABHCHIETO с който B

S ЦШШДНЛО да уставовим paa:v::»:lmmc‘rra на ироизволен разходящ ред.

Не.:

§ 3. Абсолютно

Η YCJOBHO сходящи peaose

‘:}.‘rt !

1. Понятията абсолютно и условно сходящи редове. Преминаваме

към изучанането на редове, WIHTO членове €3 реални числа с пр
о-

Н нзволен знак.

. Определение 1. Ще казваме, че редът

а

1е - (1.49) >,
«а |

е абсолютно cxudaw, ака е сходящ редът

. (1.50) 211
1

Да отбележим, че в това определение не се предполага сходимост

на самня ред (1.49), Оказва ce, че това предположение е излишно,

:понеже € вярна слелната теорема.

Теорема 1.9. От cxodusocmma на реда (1.50) следва схади мпет
на реда (1.49).

Доказателство., Ше използузаме критерия на Коши 58

сходимост на редове, т.е. теорема 1.1. Трябва да се докаже, че

за всяко :>>0 съществува помер N такъв, че за всички номера п
,

21 „Удовлетворянващи условието 2= N, и за псяка есстествено ре Β
сила неравеяството :

а

п |

Σ иА <.
Е-п+ | !

Да фиксираме произволно £>0. Понеже редът (1.50) е сходящ, то

{1.51)



Щ
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съгласно Teopema |.| съществ
номера п, удовлетворяващи
P е B сила неравенството

ува номер Л такъв, че за ΒΟΉΠΕΣ
условието по-- М, и за всяко естественг,

ΠΈῈΈΡ

(1.52) Σ <.
Я Π }

От друга страна, валидно е очевидното неравенство
п+р  ̓ πὰρ

(1.53) Σ i, 52 1„ |.
Κπ ι μὶ ΓΟΝ

Като съпоставим неравенства (1.52) п
венство (1.51), Teopemara е доказана.

Определение 2. Редът (1.49) се нарича условно сходящ,ако е схадящ и в същото време съдтаетният ped om модулите начленодете му (1.50) е разходящ.
Като пример за абсолютно СХОДЯЩ ред може да служи редът

1 1 1па ПЪ == 2 L където «>1.χαὶ Е“ 2% 3% 4

поцеже ΠΡῊ z>1 e cxoasm редът
ΟΒΠῸ схоДдящ pea. Ще докажем, че

(1.53), получаваме нера-

Този ред е абсолютно сходДЯЩ,
(1.33). Ще ладем ипример за yea
е условно сходящ следпият ред:

- 
- | 

1 1 1

Е |

Понеже съответиият ред ΟἹ модулите с хармоничният ред, за койтознасм, че е разхолящ, за да докажем Уусловната сходимост на реда(1.54), е достатъчно да докажем, че този ред е сходящ, Ще дока-жем, че редът (1.54) има сума In2. В т 2, §9, глава 6, част |получихме развитнето на фупкцията [Π (It-x) по формулата наМаклопец

-3 1 
-In (l-}-.r)-:x--—-'f: +%———- e (=1 ”-?-н?„„(х).

На същото място? за венчки х от сегмента 0:75х:51 е полученаследната оценка за остатъчния член:

| 1
i Rfl"fl-l("') ἕ-: П“!*1 и

Като положим в последните две съотношения х- |

и ч21 рае ЪЕ iy Sty
+

, ще имаме
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ча
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я- 1 !

аз5 |П жа e 2 BT и<

Кт означим с S, п-тата частичка сума на реда (1.54), можем да
:запишем неравенство (1.55) във вида

| 1
(1.56) S.—In2 <,

‘Or (1.56) caeasa, че разлниката S,—In2 ¢ безкрайно малка редица.

Topa доказва сходимостта Ha рела (1.54) към Inl.

2, Разместване Ha членовете в условно сходящ ред. Едно or най-

„важниите свойства на сумите на краен брой реални числа е свой-
ството комутатнаност. Това снойство твърди, че при paiMecTrane па

еъбираемите сборът не сс променя. Естествено възниква въпросът,
остава ΔῊ в CHA8 това спойство 33 сумата на сходящ редД, r.e.

може лн да се измени сумата на сходящ ред при разместване на

членовете на този ред. B тазк точка ще изясним този въпрос по

.Щ»“нпшвнпс на услоавио сходящите pegouse. Ще започкем нашите

рразглеждания с изучаването на едно KOHRPETHO разместване чде-

новете на реда (1.54). За удабство да запишем реда (1.54) във вида

Н ЧН 1 1

ЮИ e T
- νὸ - τ ὰ St уце

В:края на предната точка доказахме, че редът (1.54) е условно
СЕХОДЯЩ н има сума п ?. Сега да разместим члеповете на реда
(154) така, че след CAHH положителен член да стоят два отрица-
:ТЕАНИ члена. След такова размествапе ua членовете получаваме

"реда

857 ДН
2 ἀ а 6 § 3Ὲ - 1 42— 4k

- . \“__—-"" - Π а А

ЩЕ докажем, че редът (1.57) € схедящ н има CyMa, два ΠΈΤΗ па-
‘“;:Kfl OT сумата на реда (1.54). Ла означнм с S, н &' ni-Te ча-
ἜΗΗ ΒῊ суми съответно на релсвете (1.54) и (1.57). Можем да пишем

-

Ρὲ ξ

- < 1 ! а1 1

Щ ЗЗ“ЪЕ (2&-1_4::1- Ξ-Ἡ):Σ (ἓἷ'ἑ-ἷἓ);
- -1 k=
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И така

(1.58) 
5

Очевидно nmame

(1.59)

(1.60) СЛ !ἅσι-- = gyt ΓΟΝ
Попеже lim 5за =8, то след граничен преход при M—co в papei-ае

ствата (1.58), (1.59) н (1.60) получаваме

« “ l + l - в ι
limS, - ς limS == S, limS, .~ L1g.
мл L B Mooy =17 D ме V=2 D

Otryk cacana, че редът (1.57) с еходищ н има сума, равца па1
oS Понеже 5-1п2.:-0, 10 e ясна, че -;-}-S Εδ. Следователно в pe-
зултат на направеното по-горе разместване на членовете на рела(1.54) сумата му се измени. Разгледаният кочкретен пример no-казва, че условно сходящите редове не прнитежават свойството KO-мутативиост. Пълна яснаета no въпроса за влняпието на размест.ването на wacnosere върху гумата на уславно сходищ ред дайлследиото забележително твърдение, принадлежащо на Риман.Теорема 1.10 (теорема на Риман). Ако едан Ped е ycaoeno сех-дящ, то за всяко отнапредй избрана wucao ( същестауаа таковразместване на членовете на тоаи ред, че новият ped да e сходящи сумата му ¢ равна на |..

Доказателетво. Нека

(1.61) 
Σ i,
k-1

€ произволен vedonHo CXoAAW pea. Да означим o PiroPaspy,...положителните членове на реда (1.61), иаписани по реда, no κοῆτοТе стоят в реда, а ς ἥιν дза ал .. модулите на отрицателянте чле-нозе кна реда (1.61), записани в същия ред, по който Те стоят вреда. Редът (1.61) съдържа безбройно ΤΌ положителни,така и отрицателин членове. | апеГ.апстина, ако члеповете с ΠΗ л“BUL знак са краси брой, то условната еходимаст цяма 13 се по-5ΠΗΞΕ от премахвапесто на краси брой членове от началото нареда. Същевгемецно ще получим ред, състоящ се от членове с
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банакъв знак, който е сходящ и значи абсолютно сходящ. И така

(1.61) са свързани два безкрайнци реда с положителни чле
-

жеас редаеа
Σ Py Е Σ g,. Ще означаваме първия ред със символа Р, а

г 81 k=1
втория — CBC символа Q. Ще докажем, че 10aTa реда са разходящи.

Да означим с S, л-тата частична сума на pena (1.61), ¢ P,
 -- су-

мата на всички положителни членове, влизащи в S,, С Q, 
— cy-

мата ΟἹ модулите на отрицателните членоне, влизащи в S, Тогава

очевидно S.=P,- Q. н понеже по условие редът (1.61) e сходящ

и ἨΜΒ някаква Cywa S, 10

(1.62) lim (P, Q) =S.

ΟἹ apyra CTpaHa, понеже редът (1.61) не ¢ абсолютно сходя
щ, 10

(1:63) lim (P, +Q,) — + со.

Ὅτ (1.62) н (1.63) следва, че lim P — o=, limQ,= Ἐ, T.C. лвата
£ =t

реда P н О ca разходящи. От разходимастта на редовете Рид
следва, че даже след премахкане на произволен краен брой членове
на тези редове можем Да изберем както от P, така н от Ο лакъв
брой членове, че тяхната сума да надмине всяко отнапред избрано
число, Опирайки се на този факт, ще докажем, че може така да

се разместят членовете на изходииня ред (1.61), че полученият ред

AR е сходящ н A2 има VM3, равна на отнапред избрано число L.
Ще получим търсения ред по следния начин. Най-напред да n3-

берем ot изходния ред (1.61) тпочно тодкова положителни члепове

Рк рае е. ПАу така, че сумата py+pPet τ + Pr да надхвърли L.
Стд това да добавим към избраните BCHE членаве тачно толкова

отрицателни членове —{y, - fa,.--» 779е така, че общата сума

Ра ра еее + Pr,—qy G2 τ 77е да стане по-малка от L. След

това отново да лдобавим тояно толкода положителни членове

Ражта Pasz, - - - . Ра Така, че общата сума ра ра ЕПА

—fy=Qa— -+ - Е ааа с К Py A2 стане по-голяма от L. Пра-
„ Аължавайкн по същия начни по-нататък, ще получим един 053-

кр pel, в κοῆτο ще злязат всички членове на изходпия ред

( .61), тъй като всеки път ще трябва да добавяме поне един по-
ложнтелен или отрицателеч членц на изходния ped. Остава да се

дакаже, че полученият ред с сходящ и има сума . Да огбележим,

Че в получения ред последователно има групи от положител
ци и

__Wi’m're:-mu членонве, Ако едиа частпчна сума на получения ред

„завършва с напълно завършена група, то отклонението па л1ази
"мчастична сума от числото [ няма да надмикава модула па послед-



|
1

ἘΣ:

HUA неин член“.
: 

вършена група, то ΟἹ

частияна сума от чиело-..,
не налминава модула на последнния член ΘῈ предпос лелната Група

За 13 докажем сходимостта на реда към L, е достатъчио 13 се τῦ-.гова, че модулите на послединте членове на послеловател.
пите групи образуват безкрайно малка редица, Тояа непогред. .
Вено следеа от иеобходимото условие за сходимост на изХхоляи-
ред (1.61), Теоремата на Риман е доказана.Забележка. Аналогична може да се докаже, че ако e
PEX е Уусловно сходящ, то пеговите членове могат 1y бъдат pa -
местени така, че редицата or частичичте суми на преобразунант: :
ред Да бъле безкрайно голяма, като венчия еGUMEHTH на същ алаа положителни (съот

Ὧ ΠΠΚῸΝΙ HOMED нататък с 
ветно ΠΤΡΠΠΗΤΕΠΗΗ}

3. Разместнване членовете на абсолютна сходящ pea. В пПУцЕТ доказахме, че условно еходящитесТтвоТто комутативиост. В ΤΌΒΗ пункт ще докажем, τμ абсолютно
Ο Β Θ редоне притежават това спойство.Teopema 1.11 (Teopema на Коши). Awe един ред е абеодютн,
схпдящ, то всеки Ped, получен от недг.: че3 разместланг на членг -
ете sy, също абсолютно сходящ ц има съЩата сима, какт-
първеначалният peo,

Диоказател ство., Нека

редние:
редове не притежачат свод.

редът

(1.64) 
2y,

е абс олютно СХОдДЯЩ п осумата му

(1.65) 
Ха

Е ред. получец от реда (1 
аче на членовете му.

Трибва да докажем: 1) че редът (1.65) е сходХОДЯЩ и има сума, равна
На 5, 2) че редът (1.65) е абголютно сходящ, Да докапред 1), Достатъсно е да докажем, че за пвеяко e>0 същеествуга
номел А такъв, че при n=N

“ 
|

=

Нека фФикспраме пронзаолно #7>0. Понеже педът (1.64) с абголютио

“ Тъй като добалияме към Задената rpyna пови ч10K ἃτὸ Ленане TOYHO датогава,
сабщата сума «не премине» през числато L.
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схолящ н сумата му е равна на S. τὸ 38 избраното & съществува
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GoMep N, такъв, че са B сила церавенствата

Ne+?

(μ',"ῇ Σ [ty <-, (p — произволно естествено число)
. RNt | "

"
 ̓ ι ̓'| ̓Ι "

/ “

Сега да изберем номер N така, че всяка частична сума ,S,,* на

реда (1.65) с номеп п, надминаващ N, да съдържа първите Ny чле-

gope ка педа (1.64)””.,
“ Ще оценим разликата, стояща в лявата страна па (1.66),
ще докажем. че при π ́ N за тази разлика е в сяла перазенетно

(1:66).
Найстина посочената разлнка може 18 се предетави въз вида

| я ἐ π Ma M, ь

(1:59) Σ u, - S— (Σ . — Σ μἑ)-ξ-(Σ :1„-3).
к TER Е | К |

Понеже модулът на сума от дас числа не надминаша сумата от MO-

дулите им, то от (1.69) следна, че

я ! я N I,

I “ ’1 1 | '
(1,70) Σ μ —S i._-_ Σ μ.’-Σ i, "Γ'ὶ Σ ς =S .

е L, k=t k—1 #а |

Or неравецствата (1.68) и (1.70) очевидио cacasa, че за доказа-

т(ЕЪют на неравенство (1.66) с достатъчноа да се докаже при

Пе

L |я N. )

(1.71) ЗАщ <.
k=t ΕΝ !

„За доказателетвоТо на нерпазенството (1.71) отбелязваме, че при
#2: пърната от сумгете, стоящи я лявата страна на (1.71), съ-

вържа нсичките N, начални членове на реда (1.64). Следователно
фразлихата

.. " Номерът Ха в wepsscoctoata {{ 67) н (1.68) Mame да се вземе еднн н

„Ещ Н!пгтннн. NG Ape A ἀθμτεῆπο папишем пасоченяте перапенства с празличан

'...Εἦἓι λτ'" ΤΌ . Ξ TUBA Ὁ жем 12 вземем по-големия OT дзата номера Ма-
-ᾗ“,," .а; PEXTE номер А wveme да бъле изсран, тъй като родът (1.€5) се получана

Σ PR3 разместване на Ннлкон зденоне.
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п Δ

(1.72) Σ πἆ’-Σ u,
k-1k-1

представлява cyma Ha (n—
надлминаващи М..

Ако изберем сстественото число р толкава голямо, че номерътХУо--р да надминава номерата на всичките (л-- А) членснве 8 τόκν.-що посочената сума, ΤῸ 38 разликата (1.72) е вярно неравенството

М,) члена на реда (1.64) с ноамера, но.

я М. Mt А(1.73) ΙΣ п це Σ и
Х| | 1 kfl.v.r}* i

Or перавенстква (1.73) и (1.67) следва
€ доказапо пераненство (1.66), т.е, доказано е, че редът (1.65) гСХОДЯЩ и има сума, равиа на . Остава да докажем твърдение 2)за това, че педът (1.65) е абсолютно СХОДЯЩ. Доказателстното катова твърдение следва от твърдение 1)

иерапенство (1.71). С точа

. Μ D прнложим към редовете

{μὰ 
"

(1.74) 2 чи Я .
Е | Koo |

Mo този начин ще докажем сходимостта на втория ред от (1.744,Т.е. ще докажем абсолютната сходимост на реда (1.65). Теорема1.11 е напълно доказана.

54. Критерии за сходимост
на произволни редове

В § 2 получихме критернии за еходимост начленове. В този uaparpad
дове, YHHTO членове нмат

редове с неотрицателии
ще изучим критерин за сходимост на re-
пронзволен знак. И така нека

(1.75) 
Σ u,
k=]

€ ред, чнито членове имат пгоязволен знак.бележим, че за да изсдледваме абсолютната с
T.€. за Да изследваме сходимостта на реда с

(1.76) 
У i,

Предн венчко ще от-
ходимост на този рел,

положителин членове
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"Μ да приложим всеки OT KpHTepitre ΟΤ § 2 (критеринт
е на

WP’ Komy, Раабе и иннтегралния критерий). Но μῆτο един

3 посочените критерни це може 13 се приложи за
 изясияването

" af . тънкия ΒΈπρος 33 условната сходимост на peaa (1.79)”.< 10~

| с намирането на па-тънки критерин,
Ε “ По-долу ще се заемем
Y 55330353“1““ да се докаже сходимостта Ha реда (1.75) и в тези

Ε{ 16 Ч .

Sy случан, когато редът не ¢ абсолютно сходя
щ.

s =7 Ще започнем нашите разглеждания с извода 118 едно важно

тъждество, което представлява основен инстру
мент 32 доказател-

Ствота на формулираните по-долу кретерин., две Y гд S, μ ῳ Ἐπ.. Ἐ
: Нека {uy)} μ {Us) са две произволни редици, >, τ “ 4 - Ὑ Ἐ T

еча пир α dea праиздвални номера. Тогава вярно е следното тъж-

¢ 2} πὲ 5 »ρ-- ὶ
Е S0

ра  ̓ (1:77) Σ "ιυι:Σ S,y -- Чъ) Ἔ Заче . Оеу Splas Ly
Η i} Ел |

κοῦπο се нарича преобразование Μ Абел.
Понеже 38 всяко k=2 е BAPHO рашенството ш -~ 5,--ба-а, Т0

Алявата страна на (1.77) може да се представи във вида

ἷἆἐ. н« g πῈΡ

ΜΗ {1.78) Σ ий Σ 5 υ,-Σ Skt «Ое
Ее | λωπα ῖ Bt

B nocreanara сума B днсната страна Ha (1.78) да сменим и
ндекса

88 сумнране Е с Е-|. Получаваме

ο Да отбележим, че критериите на Даламбер H Кошн MOTAT да се при-
Еща (1.75), чиято членове

ο τ 58 доказателство на разходимостта на
. когато критеринт на Да-

ши ммат ΠΡΟΒΒΒΟΜΠΗ знаци. Нанстина DLD всгки случа
- 

<.
в ж

„дамбер ил Коши констатнра разходимастта на реда от модулите Σ |аЬ #-
Е 1

ὙΜΗ͂Τ член на реда (1.76) | и | не ἘΠΟΒΗ͂ към пула при hevco, т. е. редът (1.79)
κ

Ξ) е разходящ при
Х

‘-.¢. εκ подчертаем,

леждания ред

на Да-

. 
а

€ разходящ. Като пример ще докажем, че редът Σ εἰ (

- - =
! ξ"“ ΦΗΚΟΗΡΔΗΟ x, уловлетворяващо перавенстнота Σ

TM 'im?mf’e!&‘ncaam проверка на факта, че Я-тият член Ha р
азг

ΠΘΗ към нула при R--co, е затрудпително. Ще прил
ожим критерия

„Яамбер към разглеждания рел. Като означим с ал ὄντηα члей 
113 този

ᾶ ε} # ΕΞ ΕΣ L Ρ 3
- — g T у ΥΤΗ Τ Ha

TN А : азходимостт
—7 откъдето lim T

реда е локазана.

нъе

(H":: ) o



ΜῈΡ 
п 

п |

=g Е-пл-1 Х =g 
еея 4 |

+3П+р U, FP""SnUn-!' i-
С това тъждеството на Абел е чоказано.Определенне., Редицата {v,
чена вараация, ака е схедящ рейъси

(1.79) 
З ека
Mo}

Oucsnano geana peduya с ограничена дариацил е сходяща.Нанстипа от Ссходимостта па реда oy модуУлате (1.79) слечас
сходимостта на реда Gey модулите

“ъ

Като означим с 5 сумата na реда (1.80), а с За τ п-тата частична
τ ца този ред и като отчетем, Че S, 7 ааае 0), получаваме, че
Hm o, - lim o, съществува н е равна на S+uy. Тава озиачака,
ἘῈ κ Д вя

че редицата {u, ! е сходяща и има гракица S+u,.Teopema 1.12 (първи критерий на Абел). Ако редацата o
настичните сили: на педа

Ly

(1.81) 
У

k)

€ оераничена, а {v,) е редица с ограничена вариация, която клани
KoM нула, то редът

(1.82) 
Σ ς

Доказагелство, o условие съществува чиело Д0 τος
Кова, че редицата от частичниТе ΜΗ 45 | на пела (1.81) уловлет-
воряца условнето | S, |= M.

Да фиксираме пронзволно в>0 и заелно сἘΒΠ, че ΠΡῊ поА н 58 йроизаолно естественовенствата

(1.83)

Hero номер А ra-

£ са B сила неча-

-
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К

пъ !

'ἴεἕὲὓ Σ τυρειττῦρ <
жА ξ πἘ }

тек ние използувахме, че редицата { } клони към нула и че ре-

(1.79) е сходящ.)

“F Or тъждествотоа на Абел (1.77) и от факта, че модулът на сума
Ἢ N й три числа не налмннава сумата от техинте модули, получаваме

 ̓ яе ς πάροὶ Г

! Σ Ul ἓζΣ 5ἑ{ἷ ̓;ι-υἕ-Η) +15„+р;;и„„1+| Зпнпд+1 ]-
Ея IR

Karo вземем пол вниманне, че за всеки номер п e B сила не-

равенството | S, =AM, получаваме
щ . Ν

ατνῷ яа+р ! rap--]

Σ “ἑυἆ ἰζΞἷΙΙΙΣ ξυἔᾧ["'υι.}'ἦ“ I'H{Drg-}.p]‘l"f";! .Tvfl-‘—[ ]-i
ἀνκαιπ | ! S |

” Kato съпоставим посгледното неравенство с (1,83) и (1.84), no-
лучнаваме, че при п--А и за пнроизволно естественс р

π ὰ Β

Ν Ν ἘΉ Π εἴ

а това означана, че редът (1.82) е сходящ (по критерия на Копеи).
"Теорема 1.12 ¢ докагана,

. . Теорема 1.13 (втори критерий на Абел). Axo редът (1.18) е
ς:ώω{, а {v,} ¢ преиЗаплна редица с ограничена вариация, то ре-
дът (1.82) ¢ сходящ.

' Доказателство. Тъй като сходящият ред (1.81) има схо-
дяща, а значи и ограничена редица OT частични суми (5.), 10 сь-

к: Ществува константа M >0 такала, че , - M за всички номерап.

. Да азначим с 5 сумата на реда (L.81), а « v границата на ре-
дицата (Го,|. Тогава можем 28 твърдим, че всяка от редиците

!-:3.-„-8.1 и ( 5941) клони към 4 U при Ν κ и следователна всяка
ОТ редиците

{{:86) (5.Ὁ.π|39} и (5,0а1-8и)
€ безкрайно малка.

: „ Ὀτπητδἥξκη τοξὰ и сходимостта на реда (1.79) и фиксирайки
й Зронзволно £>0. можем 28 намерим помер N такъв, че за нсико

#2: и за произволно сстествено р да имаме
п р |

1

8T 55е Заацеби <. Σ ащ O,yΣ ἐ

-
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Неравенствата ( 1.87), оиенката , Spl=M и тъждеството Π5 Ае(1.77), което можем да запишем BLD вида
K= я п+р.-

Σ иО = Sa(v,&—vk+l) + [Зп-]-дип-!-п"" 3*“3 + IS - 0-5„0„ ἐ ]f;:.‘t-f-l «Qflfl'! Η

HI позволяват да твърдим, че ен сила пцеравенство (1.85) П:Всечки =N п за произволна естествено р). Съглаено критерит чаКоти теорема 1.13 с доказана,
. Следствие 1 от теорема 1,12 (критерий на Дирихле--Абел).Дко редицата от частичвите суми на реда (1.81/ ) е вераничцен ;а пейицата {v, | нерастяща и клони към нула, та редът (] k0е CXOOUL,

Достатъчно е да се забележи, че перастящата редица Ге ),hIATO клони към нула, има ограничека варпация, поцеже п-г2тачасична сума S, на реда (1.79) ¢ равна на v, Ungy It 1M Tница. раяна na v,

За да формулпраме още едно следствие
въведем попятието ред на Лайбниц.

Ще казваме, че един 169 сесалтернатиан ο сменящи гЗанаци, ака всички члснаве на реда с нечетни номера са nogos.телни, а асички членове с четни номера - отрицателни.Ще казааме, че един ред е ред на Лайбни ц, ако той ςалтернатавно сменящи ее знаци ц модулите на часнолете ΜΗ ε-

нула редица.Следствие 2 от теорема 1.12 (критерий на Лайбниц). Axo oped с ped на Лайдниц, то той ¢ схойжщ.
Напстина вееки ред на „Лайбниц може да се запише във ΒΙ τὰ

ΟΤ veopema 1.12. 1е

Ly

й |

където {0, ) е нерастяща и клоиящЩща ΚΈΜ нула редица (оенчкиU >0, _
Горният pea e частен случай на реда (

като редът (1,.81) е с ограничена редица от
„ователно критерият на Лайбниц следва непосредетвено от дока2-зания вече критерий μὰ Дирихле--Абел (следствие | от теорема [.19».Забележка. Леспо се пижда, че за праизволен ред па Ларйбний 41.85) редичата {5...} ат частичиите суми ¢ четии помера <ненамалянваща, а редицата (5 га-а Р OT частичните суми с нечетлиномера с нерастяща, Оттук п от забележка 3 към теорема 3.15 ΟἹ

1.82) при цу (- 1!,
частичните сумни“. (

f ! “ Р.дицата от частичните суми па реда (1.81) с членове b (- 187 ше
! г 

ча вида 1,0, |, 0.. к



ΜΗ 1 следва, че сумата 5 на реда pa Jlaabunu (1.88) за нвсеки

;ЕЕ%- п VAORJICTHOpPR3A неравенствата
Ε

ΐῖ!ὓπἁ:’πε 5ге =0Us,, TO Всяка от сумите S5y Н Бояа-а Се o1

εοο от 5 с не повече от vy, Оттук и 07 факта, че (л <уе следва,
Н aa пронзволен цомер ле в сила оценката

ΞFagn опенка играс важина роля при приближеното пресмитане на

сумите на резовете на Лайбниц с помощта на техните частични

«!

еуми-
< Ще дадем примери 33 изпслзуванс на доказаните критер

ини.

. 10, По-горе upes формулата na Маклорен 3a функцията (л (14+х)
# Е S |

не доказахме сходимостта на реда е6 T τ e e
I 

- “

N
.Цип! -

Да отбележим, че сходимостта на този ред следва непосред:

чотвено от критерия на Лайбник.
ПО e, Ще изучим въпроса за сходимостта на реда

1 2 ! 1 2 1 1 2
Н яе еие σ- ..*...,.

R T S τ Е Ὑ - τ ὰ

, Тозн ред е ред от вида (1,82) при vk——; vty =— 1, ug—=1, ал
._'.:—'2} Дд=1. u‘;-- Ι. Ц.“ "'2.. . ..

С Вижда се, че редицата от частичните суми на реда (1.81) с
такива τ има вида 1, 2, 0, 1,2, 0, ... 1.е. сащата е огра-

Hirgena.
1Тъй като редипПата {-—-} е нерастяща н клони към "нула, TO

Ν "

«разглежданият ред е слодящ no критерия на Дирихле--Абел.

o coshx
39 Да изясним въпроса 38 сходимостта Ha реда 2, р . Къ

“ ме - Е

Дето хе някос фиксирано реаляво чиело. Ката използуваме озна-

: 1
Senunra на теорема 1.13, да положим пл С05 #х, v, 7-р . Да оце-

1[‘;.__: 
υ

ἆἕ"“ редицата от частичните суми (8,) на реда Σ u,. Понеже 38
Ке

;ΞΞ.:ἨἩ номер Е инмаме

- sin ἱἑ-.ν -ξ-),τ-ε-ἰπ(ἑ-
“

).тг:-т2 5 τ οος kx,1o v
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шщж

TO като сумираме тези равенства по # ΟἹ | 10 л, ще голучим

я

; 1 щ ¥ ς shx="9 in—.sm(n-}- 2--):: sin τ —2sin 3 élmam—-&.sm 5

Оттук

1 . Xsin (n-]~-—2-)r—51n2

Sa=— τ Τ. =
2 sin

2

Следователно 3a всяко X, което не € Kpamuo на 2%, редицата -
частичниите суми { S;} e ограничена:

-

1
'S”!fl I ¥ i_-

siniy |
Съгласно теорема 1.13 празглежданият ped ¢ сходящ за всяк х

м

Koemo не е кратно на Зя. Ако х е кратно Ha Зя, то разглсжлда.
ният ред се презръща в хармоничния ред и, както беше A0K: 2но0
по-преди, с разходящ.

У 2. Аритметични действия

със сходящи редове

В този параграф ще разгледаме въпроса 38 почленно събиране и
за умножение па сеходящи редове.

Ее ζῷ

Теорема 1.14. Ако pedoseme Σ [, " Σ υ са сходящи и Σ
Ее | b=y

ΕᾺΩ

суми съответно равни на U ц , то редът Σ (Up+4-0,) ¢ също
Е |

схойящ и uma сума, равна на U+V,
Доказателство. Да азпачим с S,, U, и У п-тите частачни

=] iz С

суми съотнетно на педовете Σ (e, +v,), Σ u, Ἡ Σ v,. Тогакна оче"
ἔξεὶ Е | &=1

андно S, τ ο V.. Тъй като limU,=U, lim V.=V, 10 съгласна

A=t} Неъ .

теореми 3.9 w 3.10 ot raasa 3, чест Т съществува TpauuiaTes
lim Sn—U+V. Теоремата e дсказана,
έ -

И така можем почленно да събираме и изваждаме схолащи
редацве,
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HPEHHHE!B&}!P към въпроса 33 почвленна умножаване га педоне,

Теорема 115. Дке vearia пейа Σ ἐ 1 Σ U, са айсолютна
o ἰ =1

щща и имат сими, сътатно paend на С и (Г, гае реазип, съ-
W дапрясицки пууизаейенияЯ н вида Η,, 2. 7-1,2, ..

шшн„ п ΡΗ μ ΓΗ пед, RO се абс ι.ζ,! Τ Ν ι"λὕὓ}}{ὶ{ а сумата

д с pagka на ἰ } |

Даеаназателге тво. Да озниачим е oy, wy, Wy, .. . произведе-

ltfifi'ra от веда ще 61 2. РР Ξ Ὶ, 2, . А,. номериоани в произ-

i

голен ред. Ще лдокажем, че редът Σ Ше е ύνολημι. Нека S, e

д-пта тшгт*:чии сума на ΤΜ ред. l nmm 5" ι състон OT 95л но-

ве ΟΥ ΒΗ ῳ 2, . Измежлу пнидексите Е н ἐ на члевовете, влие
ЗЗЩ" в 5,, сиц„атнънп пай-голим индекс, който лда означим
с т, Тогава ouekizio

(1.89) У е6 = еи а =0 ее ).

Вдншатн страна па нерапенсткото ιΙ 39) сгон „произведението на

аъзтте частечин «уми Δ редовете Σ ΜΗ Σ v, . По npeano-

ложение τ редове са еходящи н следователно веички техни ча-
стияни сфми (апачи и овенчки пронзведения от частични суми) ca
огранни чени. Следонателно зграничена е н рщппа*цп Or частичиите

сумни {5, 1, Оттук следна схолимостта па реда Σ ‘w, i, т. е. абсолют-
ἐτ ῳ

ната сходимост на реда Σ Ш.

и vOcTana Да се докаже, че последнияг редД има сума 5. равна на
Понеже тази ред е абсолютно сходящ, то съгласно теорема 1.11

неговата сума 5 не зависи от рт.,ш Mo конто нне го сумираме.
Пр(:.нзвсщщ редица (@ значи и подрелица”) ат части“ни суаш на

PeA клони към 8. Η в такъв случай сумата 5 ὰ реда

Σ ; Ο сигурно равниа на (7,У, тъй като нменно към това число
Ἠ ἘῈξ.ῇ 8 подредицата W, от частичин суми на този ред or вида
τἰωγ ξ ηφ θονν sy o<t ο + 2.). Теоремата е даказана.

ка
Вж. твърдение 19 от 7. 1, 4 3, глава 3, част I

Hm.nntm Ξ ε, 1 4507
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i

аю а

Произвелението на редовете Σ ш Π Σ Ὧ 33 мнага ΠΕῚῚ
ἑ. ῚΪ Еъ |

удобно да се записва ΗῈ вида

К 1ф |

Ξ цу (избасто а01) 4 - - + εχθ, 70 че не е S P B

Мертенс е доказал следното TBBPACHINC: деека рей, койтеа по-

лучен при умножението на Фдиа реда по посоченил начан, е CX чищ
и сумата MY с радна на проийаведениесто от τ 5 на тези ч

реда, при условие че единият от цмнажените редеве е абсоличен
сходящ, а другиялт ¢ сходящ.

жа

Нека например редът Σ u, ¢ абсолютна гходищ, а редъл
μ τ

o

Σ v, е сходищ, Да означим с у н У п частичитауми ὐ ΜΌΤΆΘΤΙΣ.
Ха | |

e ка

на педа Σ u, 1Ἱ Σ ὕ.ν а съответно с« U τ К -- теАните суми., 1
kol Ν

положим W, - ц gty еее τ , Жул εῶ ἘΠτ . 1o

статъчно е да докажем, че lim W,- (Й.У. Едлемештарно се проне-
Π -Ἐαὶ

pflllu. че ш„ -Ξ “1ν"ἦ'πξνῃ"1'ὶ' ..е "' и„ид.
Ра

От сходимостта на преда Σ U, следва. че пеговият остатте
П. |

х.- τον, е безкрайно малка, а зиачи и ограничена редина, 1.Ὁ
съществува Koucranta M такава, че "=z, = A1 за ΜΟΠΎΚΗ помера г

Вижда се, чеа .

W,V «а) bug(V—zp ) Μ 1 «С 4,

finhul‘xn‘i_'ufl απ!ἷ Ἔ |t‘ 4 Н .

Тъй като limU,=U, τὸ за нашата й цел”е достатъчно да докажем.
e в '

На

че {§,} e безкрайно малка редица. Понеже педът Σ u, е айп-
- 5 

Е ῖ

лютно сходиящ, то за произвално 57>0 същестеуна номер т такъ:,
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ΕΥ͂

Σ ς Освнен ToRd o същата причина съществува ΚΟΠ-

ι-{-!

fifln‘fil M, такава, че Σ τ за всеки номез n.
ся 21

:г! Сега да предстцш.ю 3. във вида

i гда наберен п зависнмост OF т номер п, толкова голям, че

при #5 пу m (това може да се паправи, тъй като pe-l"t*“m, рий“ > εὶ " |
W {=2,} ¢ безкрайно малка). Слединте четири перавенства

+

гчд “

п позволяват Дя се убедим, че при л oty весеки инзраз в средните

«Коби [B предстанянето L 3, 1O MOAVA не надмичава 5 . Оттук

слелва, че ὑ , <e при по пр и понеже е е произволно положително

чиело, то формулираното твърдение е доказано,
κ i

Забележ ка. В случай че двата pela Σ Π Σ v, га само
£ ка

уедовно сходящи, 10 тяхчото почлецио умножение даже ΠῸ указа-

АНя по-горе специалец начни ц.ана я г:бщнн случай разходящ ред.

Напрнчер. аке редонете Σ b, ἢ Σ Uy Τ « γοΒηῦ ехо-
ἰ Ел

—l
Ἀπυϊπη по к ритерия на Лайбинц ред Σ  ̓ „ Τὸ за такнива

редове определената по«горе велич ица. ш нма вида

w,—( ИЕ ! __i Ν Ξ Η l_____ _i.._‘,\___l,-__ |
ὐ τ ῆ V2 ψΗ 1 Vi -yl

T‘Bfi като в средните скаби има л положителни събяраеми, всяко от
!

ΚΌΝΤΟ е не по-малко OT чнелото —. To w,|-l, а това показва,

е.е нарушено нсобхолимото условис за сходимост па реда Σ w,—
-Й щτλος 

πεεὶ

BTHAT член на редза да ΚΟΌΗΙΠ към нула.

|
! -
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[l ; 6. Безкрай :Ч . DE3KpaHHH произведения

Τ 1. Основни понятия. С понятието числов ред е тясна CHB] gd Ἰ поиятиета безкрайно числиво произведение. Нека е дадена едпа ..
Ι | крайна числова редина vy, o, ..., O . .. Написаниеят Popa g
l]l μ израз

1’]]1“ (1.90) vl.vg.va...v&w-:l Ι Ἂ
.'ιἼΙΙ 

b

! | се карича безкрайна произоеление. Отделинте елемецт.f‘ се изричат членове на даденото произиедение. Пропзведенг -,
] : на първите л члена на даденото проикзведение се нарича п-то « .
А | стично произведецие и се означава 14 символа

а | 
£

}Z'-']‘ Безкрайпото пронзведение (1.90) се парича сходяща, aka релтг.
fl Hitia ог частичните произнедения Р, има крайна граница Р, ра .
; ! ΤΜ от нула”. Ако безкрайното произведение (1.90) е схп-
Ш дящо, посочената граница Р се нарича стайност на тона безкрайк:,

1. произведейие, v, е. пише се

i

l] | Да noruepraeM, че последното PABEHCTBO има смисъл CAMO 33 - XO-
дящи безкрайни пронзнедения. Ясно ¢, че разглежданета на без-L крайните произведения е no същество форма на изучанване на чиг
ловите редици, лъй като на BCAKO безкрайно произведение с: съ

j[ | паставя еднозначно редицата OV частичинте му праизведеиия н н2
. всяка числова редица { Р,), веички членове на която са раз.щняни

ἶ от пула, се съпоставя еднозпачно безкрайно пронизведение, за коетг
К тази редица е педицата от частичинте произведения (достатъчна е

Ъ | члепонете Ha бе:хь:райното произведение да ке положат равни не
" 4Α

I v, - Р. при Ξ εχ - Py,
! Ре
/ Теорема 1.16. Негобходимо yeaosue за сходимостта на безк рал
" ното произведение (1.90) е Е-тият член на това плацзведенцие 71
I клони към единица при R—oco.

1 * При P=0 безкрайното пронзнведение с прието 8 се есчита Граъхалет
що, Както ще видим по-долу, това позволява да се направи яена аналдетия

| между сходимостта на редонвете и безкрайняТе пороизведения,
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(
У Доказателство. Нека безкрайвото пронзведение (1.90) е

Ф oG стойност P, различна от нула. Тогава имаме lim Ра =
й «а

еА

Τ Р.- P =0. Понеже Uy=—5—-» τὸ lim v, съществува к ¢ равна

Ε - “ - “-1 нас р а ке
ἡπᾶ ́ единица. 

А

д Да отбележим,. че сходимостта на едно беьзнрайно прпн:зньеде*е
уайв не се илияе от отстраняването на прокзволен Kpael брой чле-

се wa произгедението (естествено, ака сред тези члегюпе ннма.

Zoman ча нуле). Понеже безкрайно произеедение, в което пон:
Селиц член с павеч на нула, съгласно приетото по-горе fjnpeng:te?

ue

'vfl;jjismi‘*m“- то по-иагатък нне изобщо не разглеждаме сг?зщта ТН

EmoUIBEACHIN. Б кото, макар и един член е равен на нула,

“ Примери за безкрайни произведения

Ρ .1

lII

. i ” х х аг . αὶ
" ὙῈ ς Ὅά οο " „“ — яя ὍΝ . .. в!ьъац II (Ο5 o5 - LOS „ .COS i, “

.1 ;'l:l' H ξ “

L

(х--произволно фиксирано число).
ἅ жй .

17 Ще докажем че“ безкрайното произведение (1.91) е сходящо
. -

с . - sin χ " .

дабвевко X < к.п и, има стойност — τ " Да пресметнем πἥττοτο

!

Бя 
Ж

ене 
| "

Като умножм svete страни на (1.92) със sin 5 И ИЗпОолзуваме

„Тоеледовалтелно форму / ато Ξ8 61 нУС ΟἹ десен ъъл 5 Зу — 2 51Π у 005 У,

Жодлучаваме

| . х 1 .
P,.sm g, τ τ Зю X.

" L

;,-.3191- послелната фермула“ намираме
Ἅ

Η 
.Ι͵

й sinx or

" Ρ - х ι χ '
51 - -

| Зл
ᾷ

Ὶ 2

a}flfiflm изразът в големите скоби клони към едкинца при п--ео, ΤΌ
¥

,,ἔ" „ Β Счатаме, че r==0C. Ако 1=0. 70 ΠΟΒΉΧΗ членове ка (1.9}} к неговата
З„-„. ВоСт са pakeE на сдниниа,

Ъ
-

.
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. 

sinx .ΙΙΠἸ Ρπ C'I:UIECTB}'BH нНе РНННЗ па 2 ε и (.-ἼὈΞΙ.ΟΒΞΤΒΠΗΠ даказацоре - υἹ

че безкрайното проинзнеленис (1.91) е exogumo :

+
-

Τ ᾷ ὑτοΐπω -siny
—, 38 BCAKO χ. пап.

2

ΩἹ  ̓ 2 { НЕ 2)(1.93) 2. ]”1 ο . )„П Е ене
КЕ Al 1) р щ

П N O BT )

Ще локажем, че безкрайното произведенние (1.93) е сходящо и има1
стойност 7 ¢ Jla пресметием частичното nponiseaenne Р.:

Ρ. еа (1) & 5 4 (л е2 Гон«+2
К 4 T, ТЯ ЕЕетт НН Чещ ццлщ

Оттук следва, че lim Р.,- Нт ἷΞἷ съществува и е раниа на цПе ееа Нека "

2. Връзка между сходимостта на безкрайни произведения н ндредаве. Лко безк райното произнедение (1,90) е сходищо. 10 съгласнотепрема 1.16 limu, — |« еледонателно всички негови членоне 7,B~

OT иякой номер &y нататък са положителии.
ипиачалии члепове изобщо не влияицт ΠῚ χ
произведеняе, Τ ΠΡῊ изучаването ΒῊ въпроса 33 еходимостта илбезкрайните произведения без ограшн!чение на общностга можемAd разглеждаме Μ (безкрайни проиаведения с положителцичленове.

Теорема 1.17. За да бъде деак райноито
полиждтелни ч«ленове сходяща, е Heoby
сходащ педът

(1.94) Σ ἔπ .
1

В случай на еходимест сумата 5 на реда 11.94) и стойността Pна пронзведението (1.90) са свързани с равецството

(1.95) Р- . )

Понеже краен брой
одимостта па безкрайното

произаедение (1.90) (
μ н дастатъчна да бъде

Доказателетво. Да означим с Р п-тото частичведение на безкрайното произведенице (LAY, ае 5
стична сума на реда (1.94). Имаме

HO пронз-

-- п-тата ча-
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o

e χ αἢ
ч

р

!:,..н 5!4!ПРЛ. .Рд:езп.

jarocTra 118 показателната и логаритмичната функцияὍτ вепрекъс!
ръщ „че редишата Р„ е сгхолища тогава я μ тогава, когато е

lim$, =S, то lim P, =25 Тео-
дходяща редицата S,. при гова, ако
ἦ жа Ξ Σ ξ τ

Ὄματῷ е доказана.+

2 ДПри нзелелването на

фепие е ухдобио тока произведение ла

(.1.95) ΓΙΠ --Νξ):(ἶ“'-εη}Π“'.“ππ}...(Η-τ:ῄἆ..
ἐ }

сходимостта Ha едно безкрайно произве
-

се представи във вила

При това съгласно възприетота по-горе предположение счи-

таме, че и,> ͵,

Теорема 1.17 твърди, че въпросът 38 сходимостта на
 произве-

| щеннето (1.96) с еквивазлентен на въпроса за сходимос
тта на реда

SR

(1.97) Σ Ш1 -и,).
δ.:

Сега можем да докажем още едно твърдение. 
У

Теорема 1.18. Дко всачки b, (или поне от някай номер ko на-
имат един и същ знак, Mo за сходимостта на безк рай-
оизведение (1.96) е необходимп" п достатъчно да бъйе схо-

ΓΤ

«

(1.98) Σ T
k‘s

летво. Понеже условието limuy, =0 с пеобходимо
Е-- 15 i

н 3a схолимостта на реда (1.95), н за сходимостта на пропз
ведението

(1.96), ще считаме, че тона условие е изпълнено какт
о при дока-

зателството на пеобходимостта, така и при локазател
ството на A0~

статъчността. Но от погоченото уславяе п от ἩΠΉΜΠΤΟΤΗΜΗΘΤΟ ра-

Док азате

венство”

[π|ε]---τ 7οὠὠῇ-- ͵ν-ἷ.“ιε͵ν ̓}

¢Jeapa, че

(1.99) ну 39 )
- χ μ

H

1 Вж. 1.8, 5 10, raasa 3, част I



сходящо та 
AUCIMKO сходящ редът(1.98).

56 ἩΠΟΠΟΒΗ РЕДОВЕ-_ 

Н А

(1.100) lim - Ше Ι.
А-ава Ю “ ζ"ἓ) "

Попеже по условие or известен номер A, нататък всички чле-нове пмат един % същ зпак, то от условията (1.99) и (1.100) и аттеоремата за сравнение 1.3 еледва.” че редът (1.98) e сходящ то-гава u само тогава, когато e сходящЩ редът (1.97). Теоремата еда казана.

Примерн. 1) Or разходимостта на ха
_ 

р
м
о
н
и
ч
н
и
я
 
p
e
x
 
и 

ΟἹ
теорема 118 гледва разходимостта на слединте безкрайнти произ-веденик:

' 1 | " 1 а

ПЪ) ! 2 "y,Д (Ι“ΜἨΞ) (Ι“:ἶ{)(ι“8)"'("{ΜΤ)
Вижда се, че първото произведение е
рото -- 1M пула.

2) От същата теорема 1,18 н от еходимостта Μ2 рела (1.33)ΠΡῊ 221 едедва сходимостта при a>1 на следпите безкрайни про-изведения:

разходящо KIM + со, а вто-

Както и при редовете за безкрайните произведениня, се възеждатпонятията абсолютна н условиа сходимост. Безк райнотопроизведен:е (1.96) се нарипча абсолютно сходЯЩо тогава исамо тогава, когато е абсолютно сходящ редът (1.97). Теоремитена Komu 1.11 и Pumau 1.10 позволяват ла се 38AUOTHC сходищите произнедения р ритежават снойството комутатия-HOCT, докато в същото време условно су
притежават това свойство.

ДОКЕЗНТЕДСТВОТП на следнота тзърдение оставяме на читателя.Теорема 1,19, Безк райното произведение (1.96) e абсолютногага и само тогава, когато е afico

Упътване. За диказателствота на тази теорема с достатъчно
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а

се докаже, че редът Σ μ е сходящ тогава н само тогава, ко-
# k=1

o

е схолящ редът Σ ἐἰπι πἘ ὰ } - Това следва лесиво от същест-
“ . |

ането на границите (1.99) н (1.190).
Накрая ще разгледаме още няколка примера.

19. Да разгледаме безкрайното произведение

τ Ϊ

ιἕ“{ὡῇ като редът κ- е сходящ, като използуваме теорема 13.19,

,еваключаваме, че безкрайното произведение (1.101) е абсолютно
„еходящо 38 фиксирано x, разлнено ot #г (където 1-0, +1,...). B
χ3 ще докажем, че TOBE произвсдение има CTORHOCT sinx, Поа та-
Β начии ще получим разлагането τ функцията siny в безкрайно

„пронзвеление

ж.“

“?*1.102) А χ. Д (l - ”Е:::д ) .

20. От разлагането (1.102) п от съоткошеннето
Ν

Е ЪЕ З
LOSX=- " сеполучава непосредствено следното разлагане:

2ап Σ

Бе

4z

.~{L103) msx"’D ἱ"" ааа l
ABCOMOTHATA сходимост на пронзведението Β ̓ дясната страна

. на (1.103) за ucAKO X, раздично от ;;(2!--1) (=0, +1,....), след-
{ }

Ι

. Ва от теорема 1.19 н от сходимостта Η8 ΡΕΜΣΜἨ-ΙΡ :
b=

”

30 Като ипиопложим п разлагането (1.102) х-- голучаваме

Н < Е Τ Ὺ 4-|Ξὲ. Е ТЕ )

ал <- Π{{ τ Пе =11 e
Е- =1 Si

Ὶ

Οτ (1.104) получаваме така наречената формула на Валис”

. Чуе Валис — английски математинк (1510--173)
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T & ЗКЕ 23 4 4 % u
| i1.103) f'“nm"l'z‘s ЕЕ ЕИ”

еа

Lo πὺς гИ преобразувания формулата на Валис може ла «е призеде
във вила

" . 28 2

ἷζ} {{{100) - -- {{π| 2&::-![ (е) ] :
| 

.
" Π [Qk) !

J Първопачално формулата на Валикс е била използувана 38 прийлни.
! жепо прегмитане Π чиелото «. Понастоящем за пресмятането нд
Ε х съществунат по-ефикасни методн. Формулата на Валис (1.1051 +
| Ι (1.106) предс гавлява интерес за релица плеоретични изследваци:“”.

4 3. Разлагане ни функцията sin х в безкрайно произведенне. За
1 удобелво ще разделим извода на «рормула (1.102) на няколко части.

10 Нека ме произволно положително нечетно чесло:
| т ФЗа+1!. Преди всичко ще докажем, че за всяка различна o1 Ет
f 1 - 00 +1,... crofinoer на 0%* e в к«ила еледното равенетвоа:
| | sinmd Ο αἰμῖ с 520 52 0 1 }| {Π||07) Μ"Β--(ι " Χι.. . ...(д....... М)„„„-. Ν

#2.
т

Π
а Π #

За да докажем равенетво (1.107), ще използуваме формулата на
Музвър“"“

i ! Ρ’-.Ρ Karo представим дяснагта страна на rosa равенство по формулата
на Нютон и «равинм имагинерните части, получаваме

mm--1) (т-2),
2057205щ e ...

i со5тШ 425 ηἱ b= (005 B+ 1 sin 8)”.

| sinm b —meosTM 10, 91η8-- 41

" Отчиайки, че m—2n+ 1, намираме

че N -2 чи-ад e(1.10%) ;-:Ξᾖξ’-ξ-ωκ-"θ {πι l%t(m cosTMM- g 51284 .

; B дяспата "трана на (1.108) ве ички степения показателн на koo i
| * B частнаст ΤῊ може 13 бъде използувана 94 доказателството Ha така

_ паречената формула Ha Crepanur (аж. # U, raesa 7), Джиеймес Стаирлинг - ай
| глийски математик (1G92-1770).

<« В бпълеще ще разглеждаме сама стойнасти па 0, 34 които 0. | B
] *** Тази формула се получава от определението за Ппронзведение ча дне

комплексни чиела (X3, V) - (Ха ., Vo)== (¥, Ха =¥ Vs, £Vg--2a¥,). (вж.от. I, § 3. гл
8, част [). Нанстина 0o индукция necuo се доказва чрез TORA определение, “е
(соя B, sin BY®(cos n B, sin п 0).

|

|
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cente са четни, Следователно. ако заменим со5:0 с

152 6, τὸ 8 дясната страна на (1:1?8} ще се получи 
лалинци

чщ пета степен ΠΌ отчошение ua 5ἴπξἢ. Полагайнки 157 В, 14
газначим ТоЗи подиквом « Е(21, а негозите кореци ¢ 

Х) . Fz. .- - Хае

.Я 428 τῦὸ при 0--0 и лявата страна на (1. 108y ΚΟΌΒΗ

ем едниепа при §-0. 10 полиномът Е(2) може да се ппедстави

въз вида

. αἰη т . , 2 Σ Ζ
: smt e 2V = T ) 1= 2)

[msin # : я, Δ) %y

!

Остана да намерим корените Ty Хане еч2. Каго забележим, че

чези корени съответствуват па пулите на функцията 
510 Νὲ Β, по-

гдучаваме

= - п
а" .И m L1 и

4 :l;‘-_Sil“!: m
-

‘W така раненство (1.107) е доказано.

00, Като положим в (1.107) fl-—% и счигайки, че 1 | x <,

получанаме
X

μι 41π3
“И τ {

(1.109) T T - τ
- mosin - ОТ ча ”

т т

Фиксираме пронзволно (различно τ пнула)р х И иабираме пронзе

золни естествени числа р H п такина, че

x m--1 .

;fl'!g-j—(p-(n: , -+ Тогава paseucruo (1 109) може τ се Ззапише

Ввъв 518
«

. я sin?® —

52

‘(1.110) u‘: - ] ——- -ἓ . , (1),
т а . в 5 —

т т

където

« & I
: Al м

(1.11} R, ix) — Г[ 1 - -
ΓΤ  ̓ 5 —

. ΕΣ -1
Най-напред ще оценим R,(v). Понеже 2——<p «η--Ξ . то ap-

"Тументите на всички CHHYCH, намнращи се в равенство (1.111),
—

.. bl

принадлежат Ha интервала ("“ἷ' Ἐ) - Освен това ясено e, че 38
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веснчкн k, участвуващи в ТОБН:РЗНЕНСЗЪО, имаме х |«< ἑ,ξ Ἱ o Rвателно 
"

- X . ἔπ

e — " — = НИ)< ‘x‘lnn Й ζ ΕἰΠ: Ξ 4 r“gg ал - 2т т Η

а k= π . bt- ‘:Z"‘—'t — ие - ! ΕἸ . - к ἐ εὰ -

(ΗΜΞΙΜΕ щ ~aT.C Е (4 H затова со5 ра ::}2) Тъй като πὸ
ΒΟΗ͂ΚΟ 8 от иштервала |„0‘1\ .н:„„ Ca; в сила неравекствата Гъ Те 3~
Те 10 13 шеички номера A- . KOUTO надминават й, нмаме

ψι'ἶ
L. “ 2. ς

ΦἼΠΩΣ пъ =(1.112) Гъе < :“)г L

«ае -
. m

Karo умножим почленно нерапвенствяата (1.12), занисани при;kep4 1, p4+2,... . 1, получаваме следната оценка:
"

 ̓ ̓ ̓ ̓"“ ̓ ̓2-' Σ ξ: |

“ в(1.113) I}R,{x))e W ι ча ὦ !

ἑ“' = Sin 3 9Знаем, че - <- и че за всяко [, 0<3< 5o Нмаме | R 7 ве{ 
' нпоради н::штш

! " 1 й n*_‘,_,_tir_l“ 1 ......!.]

ainz‘"‘{: _?’_*‘E“)“ ЕЕ VS. П. π) ч
Следователно

л # 
в

- o = ще ” к Σ (— ‘__) - s 5!:ЩЕБ 524 ς . т » st ” τ ὰ . "е >е #671 e

“ Дясното от тези неранепстна следна елемептарно ΟἹ формулата на Max-
o T 5124282 g, тъв ката З .‘P

““ Тези неравенства следват oy факта, че частнота Ч.Б.Е. намалява от | до

ns
„ когато # се мени ΟἹ 0 да ”n‘ . ὍΤ сная страна функцинта “ ἓ"' памалява,

- 
..

πἘ τ ς κТъй като (ь д-в-) - Ξ 2 (й-1я 5 -0 при 0 -



БЕЗКРАЙНИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ol

S0l

3 -Последното неравенство позволиява да се усили опенка 11.115} 10
# следния начин:

ι' ' :

1..112 | > Вл e
 ̓

0 30 Сега да оставим в равенство (1.110) т ла клочи към без-
Токрайност при Фикенрани стойности на х и номера р. Тъй като

Ξ . Α͂ . ея AT ; а
ἓ ттящ 7 И m®sin® = — (k=)%, то дявата с трана на {(1.110}

:

Ρ Ν
-

2

, | к
1 Π с Ν | I  ̓ Π
клони към е «а кранното проплведение | ἷ - . } καῦ-

' " Ν
ι . 

”
Е .

TM |
1‘ P

O ΒῈ ἘῈΜ I | (ι“ е.е 1 По-нататек ще считаме, че погледната

" T

Д τὸ sina 0 ἢὶ разлагането (1.102) с доказано. [lo тогана същест-
| граница е различна от нула,. тъй като. лко тя с равиа па нумла,

Б в Ж

е е W 1..г----- .

вупа грапицата iR e, Да означим тази граница ς Рду). От
1  ̓ ! #ра к

г И неравенствата (1.114), койти ка н оенаа за ΒΟΡΚῊ помер от. н ot

Ἵ теорема Δ 13 от глава o, част | следна, че

ХЩе

,- (1.115) ! f:",{x)' .ι."- 2.

Ч OF равеметко (1LTI0) пра δὲ ем получанаме

.

Ν З Р/ τθ -
Дал) “ Τ (0w ) Вл
i 

=

&

“ 40, Да фиксираме х н да оставим померът р да клони към без-
. ἢ крайнмост в pasencrso (1.1167. Лиявата страна иа (1.116) пе

 зависи

от р. а границата Ππ| Мдж) съществува 1вземаме под вним
ание пе-

Ж +

равеиетва 41.115) и гсорема 3.14 ΟἹ глава 3) н е равна н
а единица.

Саелователно същестлъуна н границата

-- .

' | т жа
lim l Ι ( - _:';-;-;“) "
А ... а |

Слезователио разлагането 11.102) за 5η χ е доказано.

Забележка. Напълно аналогичио на разлагаинето (1.102) за
sinx н (1.103) за со5 л могаг да се получат разлагания Β безкрайии

И пронзведения за Ххиперболичанте функини
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Ἦl ' 5а - 
. « 

га

аАЕ 
Кл |

Да отбележим, че ΟἹ Газлаганията ча мна, Νпос редствено се получават разлагания
. За фупкипите tgx, elgy, thy и с

ἴϊι.

в бехкрайни произведеци-

S 7. Обобщени методи за сумиране
на разходящи редове

В глава 1 определихме сума на реда

а

Σ “ἧ“- '—-*“l"i"”:“*"’ ве "|"”*“*” ..
Е- |

(.17

катоа гГраципатла S на редицата ПУ) ат частичнитеред (upn условие че тази редица с сходища),
В многа задачи or математическия днализ от теоретичен ипрактически питерес се налага да се наползуват редове, чинто pe-ДицИи OT частичии суми не са сходящи и яначи сумите на тези ре-дове пе същесткуват в обичайнии смисъл. Естествено възникца въ-просът за обобщаване τ понятнето сума па ред и за сумиране наразходищи в обичайния смис.! редове.
В този параграф ще се спрем ΠΗ някон

CyMupaue на разходящи редонве,
ай-напред ще дадем обща хавшстершг-пнш па методите за су-миране, с коин10 ще се занимаем. азумно е да понскаме обобще-HOTO понятие за сума да нвключнва в «себе еи обнчайното nouytuceза сума на ред. Па-точно пред, сХхОодЯЩ в обичайнии семисъл съссума 5, трябва да има и обобщена сума, ΠΡῊ това равна на 5.Метод за сумиране, който притежава посоченото свойство, се на-рича регулярен.

Естеслтвено е да се подчини попятието обобщена o

суми на този

обобщени методи за

ума па V-ска 

С
внето: 3KO редът Σ u, има обобщена сума U, а редът Σ v, имаЕ | 

те |

обобщена сума V, то редът Σ (Aug+Buy), където А и B са про-ἑ...
=]

изволни KOHCTAHTH, да има обобщена сума AU BV, Метод за cy-миране, който удоплетворява nocoyenoro свойство, се наричадлинеен.
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B анализа и в неговяте приложенки сбикно
вено се използу

τ регуляри линейни метоли За кумиране. Ще разгледаме деа
τ За ку мнране, конто предетавлява: опсобен питерес за при-

ΘΗ ΊΏ.

„ Метол на Чезаро” (илн метод на средноаритметичнит
е). Каз-

e, че резът (1.117) ссумируем ΠῸ метоци на
 Чечара,

а сходяща редипата от ерелноаритметичните πι частичиите

гна тозин ΡΌΔ, Τ. Ε. съществуна гранииата

Ὰ
π.18) н T
ὰ ἴ

5ι Ἐ5:-Ἄ - 8

ре

. нарича сбобщена «сима на реда
ри тоша гракнипата | 1.118) се

Методът на Чезаро е очевидно динеен метод 3а ксумиране.
а на Чезаро следва 0T лема i, доказана

‘g края на т. , § 2. Нанестина ет посоченала лема следна, 
че ако

| pennuata 1S, от частичиите суми Η реда (1.117) клони ΚῊΝ 5.
7o границата (1.118) същестеува н е pavua ΠΗ S.

e далем примери на редовне, които не са слодищи
 в обичай-

ἈΗ смисъл, но са сумируеми по метода на Че
заро.

[, Да пазгледаме очевидна разходящ
ия ред

1 
ὰ

ЖИ σα B B Ὶτ
к 1

S.. 86 този ред еа ΤΜΗ

ΤΗ ΜΗ СУМИ Sg, oy са равин ка €
ἰнауднула. а всички нечетни H

AC

с раепа на „А Слелова“- & 3 2 Ἔ м ‘
;fluu{m границата (1.118)слънцествува 

ς

телнв“:разг.теж:шньшт!рел е сумируе
м по

para сума в смнеъл на Чезаро к ракна na}®, -

9 Hexa v € произволно фикспрано реално чие
ло ΟῈ питервала

| (0, 25). ὰ разгледаме разходящия ред”“ 
.

метода на Чезаро и цего-

! oo

(1.119) Σ со5 Ех-- е05 е05 9 Χ εοο Χ τ "
а1

Вече пресметнахме частичната «каума 5.
края на 5 2. Имаме

на този ред в точка 2в

« Ерпесто Чезаро -- нталналсей мате матик 11859
-. 908}.

e+ Разходлимостта на реза (1.119) следнва непас редсткено

долу израз за кнегозата частичия су
ма.

Π дадевияЯ -
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“И {n-}— Ξ )х-зщ.;..

S, -----" Ξ.
: ” +

Зе

Да ирпесметнем средаота аритметично Π частичиете oAV
“

«S ’;'-.q _.-.a.S, ] 1 ι Ξ
¢ ;:nmn;? т- 1

τῆς Х - σοκ ([ἢ -Ν - [c;DSur.\'--t'n&l{Hf-i-l)JL'] ” o А +
g мИ . 4 а: Н“

т |
#

Оттук очевизно с«дедпа, че

lim St j{'s;!'}: + За | 1

ΓΤ " 4

Следавателно редът (1.119) "е cymupyen по метоля нл Чезарео “

сумата му н смнсъл на Чезаро ¢ равна най-- ..
.Т

2, Метод за сумиране на Подсон“ -- Абел. Този метод а сучи-

ране се състон в следното. [10 заладения ред (1.117) съвтавнаме

степенния ред

(1.120) Σ и К: μ ἘΝ Χ ἐ ἈἘ Π B VAR Sl 4е
#а |

Ако този степенен ред е слодящ за Беяко х от иитервала (0,1) o

ако сумата му 5(х) има aupa грацица lim S(x) в точката x=1, 10
Δ й

тогава ще казвпваме, че редът (1,117) е сумируем no метода
" Поасан - Абел. При това поасочената граница ще нари-
цаме сума на peda (1.117) в емисъл на Поасон -- А бед.

Линейността пна метода τ Поасон - Абел е очевидна. Ще

докажем регулярността 6 този метод. Некя редът (1.117) с схо-

дящ и обичайнии смнисъл и сумата му е равна на 5. Трябва да се

дДокаже:

1) че редът (1.120) e сехадящ за всяко х от интервала (i, 1),

2) че сумата 5(х) на реда (1.120) има в точката y=1 лива

граница, равна на 5.

Най-напред ще докажем твърд.ние 1). Тъй като релът (1.117)

Ге сходящ, то редицата от членовете My е безкрайно малка и сле-

« Симон Дени Поагой — френски математик (1781--1840).
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а ователно с ограничена, т.е. съществува чи
сло M такова, че 38

Бенчки номера Е € в сил
а

щ1.121)

45 Използуваме нерав

ен на реда (1.120), като
 с8

!.:; ервала [0,1)- ПТЗЛУЧЗНЕЩе

Μ M х

ι =M.

систво (1.121), 3a 1a оценим молумла на Е-тия
итамс, че х е произволно чие

ло ΟΤ|
1

Ε

ф

като |х|<1, 10 редът Σ |x et е сходящ. Като използуваме
=1

9 към теоремата за сравнение

| Реходящ н редът (1.120).Сега да докажем твърдение 2)., Нека S, e п-та частична сума
чайна сума. Чрез преобразо

-
на реда (1.117), а 5 е неговата обиpawnero na Абел“ се убеждаваме, че за всяко X о

т интервала (0,1)
Е в сила тъждествот

о

1.3, заключаваме, чее

1

" Ре К.

{1.122) Σ u,x"““.—:(l—.’s’)z КТ
| Е“ 1 К |

| ‘i: извадим почление (1.122) от следиото оч
евидно равенство;

M i 
пя

Ϊ S=(1—x) 2 & 7.

. Като означим с 7 k=Tl OCTATRR Ha реда (1.117), ще имаме

Ι" Ф ξτ.

Н 5- 5 uyxtt- (=9 Ж
га ; ἐπὶ Е)

вди
.е 

Се

ч {1.123) ς. ς()-- 1 -x) Σ T .
" Н 

1

- “Ἴ Нашата цел е 1 докажем, че за всяко :>0 съществува Σ:»Ὁ та-
" 4| кова, че лявата страна на (1.123) е по-малка от Е за всички X,

уловлетворяващи неравзенствата |--8<х«<1. Тъй като остатъкът
нула ΠΡῊ #-66, τὸ 38 положите.л-

ὶ. ἷ',, иа реда (1.117) клони 
към

«число т οῈ да се намери номер kg гакъв, че r,< - при

k=k,. Следователио

4. В разгледания82) въведохме B τ 2, § остави след това- Преобразонанвнето Ba Абел (1
5.

I, Sq—y=0 н 28 се

случай трябва да се положи в (1.8
2) n=

‘i р за клони към безкранпост.

A B Математале-Кки айали? 11 част

r"‘



Остава да докажем, че за всички Δ, KOUTO са достатъчно близкуA0 единица, HMame

HO TOB3 € очевидинио, попеже сумата, стояща под знака 58 Модул,е ограничена. Регулярността на метода ua Поасон — Абел сказана.

Като пример да разгледаме отново разходящия ред

(1.124) 2 e ο
3a този ред да постронпм степсниия ред от вида (1.120)

A0-

Σ ( B P | ааа а
й-| 

.

Очевидно този ред е сходящ за всички х ΟἹ
сумата My е раона 8 'ιῖ:.ἑ“ Тъй като

интервала (0,1 и

. . ! 1lim S(x)- lim ,——~.",Kot | ) Aoy { πῷὸ i+x 2
то редът (1.124) e ΟΥ̓ΜΉΡΥΟΜ по метода на Поасоц — Абел и не-
гавата сума;,в смнисъл на Поасон --- Абел с равна па -

| Да обърнем nunManve па факта, че сумата на реда (1.124) =смисъл на [loacon — Абел съвпада с цеговата сума в смисъл наЧезаро. Този факт не е случаен: може Да се докаже, че ако едлин| ред е сумируем по метода на Чезаро, то той е сумируем и 0 че-1i тода Ha [loacow — Абел, npn това сумата му B смисъл на Чезаро| съвпада със сумата му B смисъл на Поасон — Абел. Ocpen 1002'i съществуват редове, KOHTO са сумпруеми по Meroza на Поагон —| Абел, но не са сумируеми по метода на Yezapo*®. Летайлно изелел-| ване на различни методи за обобщено сумиране на разходяни: ре-; дове е дадено в монографията на Г. Харди «Расходящиеси ридь.]‘ НАЛ, Mockea, 1951.

|

пе <

* Следонателна може Ra се каже, че методът на Пиоагон — Абел в τπὸ-CHIEL® метод за сумиране ur метода на Чезаро.

е
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5 8. Елементарна теория на двойни

| и повторни редове

'!

азгледаме нзбронмо множество 0Τ безкрайни чнслови
 редии:

all] fll:‘ в131ф4-1 alfl""

. ἄω. ἄχ ννννν лле

» « - - - - - « « - - - «

ад1ч Пдь:. Π'ῃ....... а„д,...

" - - - - - - - -

AAT WHAEKC HA числото @y означава номера на числовата ре-
а, а BTOPHAT -- номера на слемента.) .

" Иначе казано, разглеждаме матрицата (1.125), състояща 
се от

Ано много стълбове н безбройно много редове. Ако формално

Мираме елементите на матрицата (1.125), ние можем д
а съставим

нея различни редове.

"Ака отначало сумираме всеки ред на матрицата (1.125), ще
нм безкрайна редица от редове от вида

:126) Ха (k=1.2....).
Ф

” "“Като сумираме по.нататък получената редичца,

тмалната сума

L Y I {π|

ще получим

. „Тази сума е прието да се нарича повторен ΡΕΛ'

„Друг повторен ред

| ка , κ .

“ .[28) 2 (3 a)
1.-получава, ако огначало сумираме поотделно всеки стълб 

на Ma-

цата (1.125), а след тона образуваме сумата на елементите на
Мучената по този начии реднца.

„„ Mosmopruam ped (1.127) се нарича сходящ. ико всеки от pes
те (1.126) е сходящ и ако освен това е схадящ редътРе

” Ε -

ос A, е очначена сумата на Е-тия”ред (1-126).
e

k]
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Ι Аналогично повторният ped (1.128) гсе нарича сходящ, w..
е сходящ всеки ὯΠῚ pedoseme

(1.129) Σ ἀμ (1=1,2,...)
 ́ «1

ц ако е сходящ и редът

<

Σ At ’
(-1

където A, е сумата на l-mua ped (1.129).
С матрицата (1.125) свързваме освен повторните редове (1.127;

и (1.128) още. и така наречения двоен ред:

(1.130)

който се нарича сходящ, когато съществуна крайната граница

(1.131) lim S,
ека

И π

на така наречеците правоъгълни частични суми

Π

8Μω ́ ̓" ̓ ̓Σ Σ а
k=l {-0}

(1.132)

прит Ὴ я, кланящи независимо към безкрайност.
В този случай грашшщата (1.131) се нарича сума на двойния

ред (1.130).

От тази дефиниция веднага следва, че ако двойният ред (1.130)
е получен чрез умножаване членовете на два схХодяЯящи «обикно-
нени» реда .

Ξαὶре

Σ b, и Σ Ν
b= 1 ἐ -

T.C. ако членовете на двойния ред (1.130) са ay—b,c,, 10 този
Двоен ред е сходящ и сумата му е равна на произвелението ΟἹ

(1.133)

cysmuTte на редовете (1.133).

По-пататък ще отбележим, че от (1.132) следва, че 38 произ-
волин ἰ ὰ np=2

flmn=3mn—'sm{n—n - [Stm-l}rt S(m—n m—-!}l .

Това равенство означава, че една необходимо услоевце за схо-



мест на двайния ред (1.130) e общият му член да клани към

а, т.е. съществуването на равната на нула граница

И ал
еж

а е « 1
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Е

ὯΜ независимо клонене на т я п към безкрайност.

85 Ще докажем следното TBBPIEHHE, хвърлящо светлнна върху

ъпроса за връзката между сходимостта на двойння и повторння

*Теорена 1.20. Ако двойният ped (1.130) е сходящ и ако са
27, ящи всички редове (1.126) ло редовете на матрицата (1.125),

то и повторният ped (1.12) е сходящ. при muda има същата сума,

Както и двойният ред (1.130).

, Доказателство. Извършваме граннчен преход по п- со

ἄ ΡΗ ᾠιικκπξυπυ т Β равенство (1.132) н вземаме под внинмашцие, че

редът (1.126) uma сума А,. Получаваме

11

(1.134) limSea— # A,
I' R Е |

В Or съотношение (1.134) e ясно, че сумата на повторкния ред

(1.127), κοῆτο е равна на границата при т--есо на дясиата страна

на (1.134), е точна повторната граница

ч

Остава да докажем съществуването на повториата граннца при

Π предположение, че съществува границата (1.131) и че 38 веяка m
| съществува границата (1.134). Също така трябва да докажем, че

# указаната повторна граница е равна на граннцата (1.131).

10- Ot това. че границата (1.131) съществува и е равна Ha S,
ἢ следва, че за всяко €30 съществуват номера ту W пь такива, че

Τ при тту n=n, е в снла неравенството
ἘΠῚ

i [ Spn—S | «ε.

ЗИ ξ' ο Kato използуваме, че 38 ΒΟΟΚΗ HOMEp, т съществува границата

Щ; S (1.134), ще получим OT последнота неравенство, че 8 всяка ΠῚ - ΠΙρ

е изпълнено неравенствотс

3- ( lim{: S,.,—S =s.

'l Следователно повторната rpausna lim (limS,,} съществува и е
. " " ἣ π-τ И

И разна на 5. Teopemara e доказана.

Както за обикновените редовсе с неотр:.пателни UJSCHORE, за
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двойните редове с неотрицателин членовес е вярно следното твъч.дение.

Теорема 1.21. Axo всиачки елементи на матрицата (1.125) -неотрицателни, то за cxodumocmma на състаяения от тази аглица двоен пед (1.130) е несбходимо 1 достатъчно да са ограничен,частичните му суми ( 1.132).

Доказателество. Необходимостта
с TROTO на достатъчността ще UTGEJIQ)I{HM, че OT ограничеността Намножестнота от частичните суми Spn Сследва съществуването ι::точ н2 горна граница на това множество, "която ще означим с Δ-

е очевидна. За доказател.

Съгласно дефиницията
може да се намери частичи

(1.135)

на точна горна гранина за всяко E -
а CYMa Sy, такава, че

5 е< 5щ =8,

Поради това, че елементите са неотрицателни, за всички но-мера т и яп, удовлетворяващи условията η Ὁ: то, .0y, Ще бълев сила неравенството Sorn 75 и
От това перавенства и or (1.135) следва, че

3а BCHYKH тои , за конто ΠΙ:ἘΠΙΜ П Ὸ П.
Слелователно границата (1,132) съществува и е равна на S,т.е. двойният ред (1.130) е еходящ,
Определение. Двойният Ред (1.130) се нарича абесолютнисходящ, ака е сходящ двойният ped

-а

съставен OT модулите на елементите на мат
Teopema 1.22. Ако двойният ped om

дящ, mo и двейният ped (1.130) е сходящ.

ЗК. + aДоказателсетво, Да положим ρω“:-ὧ’ἓ- ч. Gas —

рицата (1.125).

модулите (1.130") с cxo-

. Torapa5

(1.136) 
Qut = Ри- -

Очевидно p,, и , са неотрицателаи И двете не надминават Uy .Ot сходимостта на двойния ред (| 130) и теорема 1.21 едедва, че
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от частичиите суми на този ред € ограничена. Следова-

i частичните сумн HA всекн OT двойните РЕДОВЕ

.. .“

Σ па н Σ Фъ

ограничени. Но тогава съгласно теорема 1.21 тези редове са

” Да означим сумите им съответно « Ри Q. От (1.136)
че двойният ред (1.130) « сходящ н сумата му е ранвна2 на

τον да разгледаме абичайния ред

..“

Μ

на който ca елементите на матрицата (1.123), номери-

в произволен ред.

Вярно с следното твърдение.

Теорема 1.23. Да разгледаме следните четири Педйа: двата поч-
“ μρῶᾳ (1.127) и (1.128), двойния ped (1.130) и реда (1.137).

. поне един от посочените четири peda е схойящ при зам.л-

П ΜΩ͂ членовете му с техните абсолюткни стойнасти, то асич-

| посочени педове ca сходящи и имат една и съща сума.

а" Доказателство. Най-напред ще докажем, че ако еднин or

осочените четири реда ¢ сходящ при замяната на членовете му с.

τ τ абсолютни CTOMHOCTH, TO и останалите три реда са сходящи

замяна на членовете им с техните абсолютни стойности.

| Тъй като 3a повторните редове (1.127) и (1.128) разсъжденията

| напълно аналогични (трябва само да се смени ролята на пър-

τ и втория индекс на членовете), то по-нататък ще разгледаме

повторния ред (1.127). Достатъчно е Да ге докажат следните

твърдения:

| Г) сходимостта на повторния pex (1.127), при който всички

й са заменени « техните модули, влече абсолютната сходи-

на реда (1.137); |
И) от абсолютната сходимост на реда (1.137) следва абсолют-

| сходимост на двойния ред (1.130);

. Ш) ет абсолютната сходимост на реда (1.130) следва сходи-

: на повториия ред (1.127), на KoilTo ΒΟΉΜΚΗ членове са 38-

П. Ο техинте модуди.

" за дакажем твърделие [, за означим к 5“ сумата на поя-

реа (1.127), на койте всички членове са 3AMCHCUM с тех-

модули, т.е. η pela

Ν Ν ὰ а «“ .o : ει
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J- (1.127) Σ (Σ |а„|).

|

Е. | =}

Torasa npn произволни т н птимаме

м
Ге | 

, 

L
" (1.138) 2 Σ la,| =S+,

1

H Heka S’ _/a, +lagf+ - +la,| е произволна частична сума на
ι ] реда

¥

Iy (1.137) 2 la,|.1 l} i 
Γ.-Ἰ

| "! i RaRTO се получава при замяната а членоветеуна реда (1.137) с тех-Щ ните модули. Очевидно съществуват толкова големи помера т и n,
шзЗат в частичната MY

e че всички членове па реда (1.137), конто ol] ! репте т реда и първите п стълба
сума с номер r, да влизат в пъ
на матрицата (1.125).

| «а Но тогава от (1.138) следва, че

}l 
S8,

ἘΝ
й Това неравенство показва, че нсички час
р! отрицателни членове (1.137) са ог

е сходящ (предвид теорема 1.2).
| 3a да докажем твт рдение [, да предположим, че редът (1.137)е сходящ. Тогава от теорема 1.2 следиа, че редицата от частичнитему сучп[З;Ц ограиичена. Да фикеираме преинзволна часгтична

сума S на двойния ред от модулите (1.130°). Яено e, че съще-
ствупа толкова голям номер г, че г-тата частична сума на реда(1.137) съдържа всички членове, вализащи в сумата 5щ на реда(1.130). Но тогава частичната сума 5е на реда (1.130') не надми-

] | нава частичната сума 57 на реда (1.137). Слелователно множеството
на всички Частични суми на двойкия ред (1.130) e ограничено изначи този ред е сходящ по теорема 1.2|.

Остава да докажем твърдение Ш. Пека е сходящ днойниятред (1.130%. Предевид георема |.20 за доказателетвото на сходи-. мослтти на повторния ред OT модулите (1.127) е достатъчна да до-| кажем сходимастта па веекн от редовесте

, (1.139) ЖТ k1,9
ἐ -ιὶ

тични суми на реда ς не-
раничени. Следователно този ред
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тона съгласно теорема 1.2 е достатъчно да се докаже, че ре

от частичните суми на всеки от тези редове е огр
аничена.

: това е очезизно вярно, тъй като при произволни μ π п сумат
а

Ξ

Σ Чан“
f=1

ограничена от сумата Ha двойиня ред от модулите (1.1307.
Cera остана да докажем, че сумите Ha триге реда (1.127), (1.130)

. (1.137) съвпалат”. Да означим с 5 сумата на двойния ред (1.130).

| e. че сумата на реда (1.137) е равна на S. Наийнстина 0Τ

Ν . сходимост на тозн ред следва, че сумата му не се.

-~ ΡΗ смяна на реда на сумиране, а редът на сумиране може

се измени така. че частичните му суми след измене
ннето да съ-

Π ἝΔΤΟ подмножество частичните суми Зщ. На двойния 
Пед

За да се убедлим, че н сумата на повторния ред (1.127) 
е равна

« S, е достатъчно да забележим, че ог сходимостта на реда (1.139)
' сходимостта на реда (1.126), н да използувамсе теорема

. Теорема 1.23 е доказана.
4

:Ὲ

« Апалогичин разсъждения позвалянаТ да зак
люачим,

Topung рез (1 128} с«ъзпаяда съе сумага на посочените PN ре
да.

че и сумата на пов-
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2. Функционални редици

и редове

За представине на разлачин фупкции п анализа широко се езпол-
зуват редове и редици, чинто членове ие са числа, а фунациеи, on-
ределени в дадено множество,

В нас тоящата глава се изучават такнва релове и редици, който
ще паричаме функинонални.

§ 1. Сходимост в точка
и равномерна сходимост в множество

1. Функционални редици н функционални редове. Да озпачим
© |х) едно подмножество на т-мерното евклидово простран-
ство Е”“”,

Ако на всеяко естествено число п съпоставим някаква функция
/„„(х). дефинирана в множеството (X}, то множеството на номе-
рнраните функции fi(x), fulx), ..., f.(x)....we нарнчаме функ-
днонална рединца.

Отделининге функцин f,(x) ще наричаме членове 11 елеменцти
на разглежданата редица, а множествота (х), в което са дефинн-
рани всички функции Й(Хх), ще наричаме дефиниционна област на
тази редица.

Ще подчертаем, че ако дефиниционната област {x} е noawno-
жество па т-мерното евклидово пространство LTM, 1o всяка Функ-
чия /.(х) е фупкиция на т променливи Л =[xy, Ха ееа X)) КЪ-
дето Xyy Ха е.. Ха са координати на точките х.

32 означаване на функционална редица обикнавено ще изпол-
зуваме символа {{{{Χ}}.

Нека разгледаме функционалната редица ἐ Μ (ΑἹ |, чиято дефи-
ницнонна област е Дадено множестно { ).

" Eacventire Ha множествотоа 1) 8 Тички y=(r,, X340 0oy Ке) с коаорди-
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чденавете Ha посачената функишонална редица 
ще н

При тава отделнните функпия w,(x) ще наричаме членове ца

| ред. а миожегтпото fx}, в косто са дефиниарани 
тези

„ ще наричаме дефланицнонна област на разгле
ждания ред.

Както в случай на числов ред, сумата на първите
 п члена на

й нл pea (2.1) ще наричаме л-та часгична сума на

1

Ι Формално написаната безкрайна сума
!

i " Σ μ,(χ) -ἰμαἰχ)ττμα К)е i, (x)+ - -

аричаме

o3 ред.
Ще отбележим. че изучаването на функционални 

редоазе е ца-

пълно еквивалентно на изучаването на функциона
лни редици, за-

щото на всеки Ффунпкционален ред (2.1) сднозначио съответствува

1
1

i

!

! “ функиноналнатайредица

{

4

! (2.2) δι(χ), Syt 5(Х), ..

- съставена OT неговите частични суми, Η обратно, на вс
яка функ-

„ цнонална редица (2.2) еднозначно съответствува фуинкционалиняг

ре (21) с членове α (X) - θᾳζχ)ν 1,(x) τ , (ΧἹ) -За-а (x) при π 2.
Ще дадем примери на функционални редици п

 редове.
|- Пример 1. Да разгледаме редицата от функции ( f,(x)}, всяка

Ги има вида |

1
ξ от които е определена в сегмента О0:

 ́ πηχ
[cns Σ npn O=mx= o

п
.

| l υ при -ἷ(.τ-ςξι.

На фиг. 2.1 са дадени γραφίκητε на функциите πίι). ξ 
и /(х).

Дефинициониа област на функционалната ргдица (2.3) е 
сегментът

10, 1]. Ще отбележим, че всяка функция /,(х) е непре
къгната в

сегмента |0, 1].
Пример 2. Да разгледаме следния функционал

ец ред:

S (χεν} x+y | (x+yP (x+y)
e i ς Ν '-ἑ"' '4' -. « τ - “е

чиято дефиниционна област е пялата равнина E={—w<x<L со,
ь КЕ <:“¢:: ,4_.} R

ι Като използуваме развитнего по формулага на Маклоре
н ua

функинята

Ж и и . и и
45 ее а P T THT-P'RnH (1)
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6(х) Χ} е()

1 1

0 1x 0 1 1 x

. 2

Фиг. 2. 3

(гл. π. 2, 4 9, .глава 6, част 1), ще видим, че n+ l-ta частична
сума

ху (е) "Ἶ5

Snarle.y) τ Ἐ S5+ 55 Ὰе -

на реда (2.4) се разлнчава ot функцията е“ + с величината R, ., (x+ 1),
където R,y и) е остатъчният член във формулата на Маклорен
38 е“ or ред п +|.

2. Сходимост на функционална редица (функционален ред) в точка н
в множество. Да предположим, че дефиницниоината област на dyn-
киноналната редица (функцноналния ред) е мпожествота ix} B про-

B

странства Е”“., Да фиксираме пронзволна точка χ τ (Ху. Ха .. Xp)
на множеството {;:Ε и да разгледаме веички чЛенове на функцио-
налната редица (функционалния ред) к тази точка x,. Така ще
получим числова редица (числов ред). Лко посочената числова ре-
дица (посоченият числов ред) с сходяща («хоДящ), то казваме, че
функцноцалната peanna (функционалният ред) е сходяща (сходящ)
в точката X,.

Миожествота, състоящо се от венчки точки жху, В който даде-
ната функционална peantia (даденият функцианален ред) е сходяща
(сходящ), се парича област па CNOMIMOCT Π далената редина (да-

дения ред), а редипцата (редът) се нарича сходляща (схолящ) в това
множество.

В конкретните ситуаций областта на сходимост може да съв-
пада с дефиниинонната област, да бъле подмпожество на лефини-

ционната област пли изобщо A2 бъде празното множество.

Състиетните примери се намират по-долу.
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Да презположим. че функционалната редица . има за област
За произволиа точка X

 ΟΤ

Π сходимост някакво множество
 (х)-

чожеството 1(х) 1a означим f(x}:limf,,t:c). Очевидно д
ефиницион-

цня fix) съвпалда с множ
е-

ата пбласт на така определената 
функ

нична функиция на функц
ио-

..

вото (х). Тази функция нар
ичаме гра

нейна Граница.

алната редица ()) nam
 кратко --

Аналогично, ако а (2.1) има 38 област на
-о0е множество -{x}, τὸ на това множество е определ

ена
а от частични

която е гранична функиция на реди
цат

този редз и се нарича него
ва сума.

Редицата (2.3) 0Τ разгледания
 Β предния п

имост целия сегмент а 434
T.¢. в точката х--0] даст на ΟΧΟΛ

Ἐ Ванистина (0у- 1 98 всички номера #.

] пелицата (2.3) клони към едниица. Ако фиксираме произволио «Х от
полусетменвта N< x5 1, TO венчки функини, чапочвайки от няка

къв
номер (зависещ, разбира ce, 0Τ x), ще бъд

ат равни Ha нула в тази
а полусегмента

точка Χ. Оттук следва, че във всяка т
очка х н

<y резината (2.3) клони към ну
ла.

И така редниицата (2.3) е сходяща на целия сегмент 0<x=ln
| “ жклони към Граничната функция Дх), к

оятъ има вида

функционалния
т ре

нкинята 5(х),
ункт пример рима 38

| 1 | при x- 0,
до { 0 при O<xzile

Графиката Ha тази функция е дадлена на фиг, 2.2. Ще отбележим
: не е непрекъсната в ссгмеита (0, 1] (тя

¢ OTAACHO B точката χ. ἍΠἘΠῚ в предния

| Сега ще се убедим, че редът (2.4) τ 
разглежд

2 има за област на сходимост цялета безкрайна pas-
пункт пример

4 цмй;й[щд-юим(ус:щч. т Ге доказано, ΜῈ oCTATLY
 -

| нина E*--{-
Нанстина B 1. 2, 5 9, глава

 b, час
рмулата на Маклорен за функцията е“

' пият член р и) във Ффо
| клони към нула при п--9 за всяко реално

 u, а това всъщност
тична сума бан Х У) на реда (2.4) се раз-

означава, че (π-- ἢ) -та час

личава от #777 с величината Razi{x+)), 
KOATO клони RLM Ннула

при π- τοῦ BLA BCAK3 точка (¥, у) OT ра
внинцата Е“.

14 така редът (2.4) е сходяш в цялата ра
внина Е и неговата

сума € равна на е7.

AMMOCT B множество.

i

1 3. Равномерна CXO Нека функционалната pes

. 8{8
„е

(2.5) лед), falx) ае
от пространетвото Е“ и иека

 Дх) е
е сходяща в множеството {x

}
нейната гранична функц

ия.
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ОИЯИ Ὑ ε
τ

Нху ]

1

Фиг. 2. 2

Определенне |. Ще казнваме, че реЗицата (2.5) клони към )равномерно в мпожеството {1}, ако 33 всяко εὐ »ἢ миже да се на-мери комер N(e) такъп, че за венчки помера ч. удоплетворяващиусловието по:М(Е), н за асички точки х ΟΤ мпожеството {Χ} да еизпълнено неравенството

(2.6) (а)- f(x) ε.
В този случай ще казваме, че редицатасходяща в мпожеството |y,
Забележка |. В това оп ределецие

че номеръг Л зависи само ΟἹ ε, но пе и ОТ х, т.е. твърди се, че3а BCAKO €20 може Да се намери универсален номер N(e), започ-вайки от който неравенството (2.6) да с изпълнено едновременноΡΗ венчки точки х от множеството {x}.
Забележка” , Ще отбележим, че равномериата сходимостна фуннцншшлната редица £ (x) към функичята Л(Х) в множествато{x} с еквивалентиа na гова числовата редица €,, членовете на която€4 точните TOPHH граници μ функцията | £ (x) -Дх) | в множество-то {x}, да бъде безкрайно малка (в частност тази точна ropua гра-нипа трябина да съществува),
Забележка 3. ΟἹ определсипе | непосредствено следва, чеако редицата {f, (x) клоци равномерно към #х) в цялото множество{x}, то {fa(X)} клоени равномерно към Да) и във всико подмножествона миожестното {Χ}.

Ще npusenen пример,
цпоналната редица {falv)}
качано. равномерна

Да се върнем

{(£.(x)} ¢ равномерно

твърде съществено се това,

показващ, че от сходимостта Π8 функ-
в множеството {Χ} не следва, изобща

сходимост на {7,(x,)] за тона множгство.
към редицата (2.3) от пример 1, pasraelan Β

HO, че тази редица клони в ueans сегмент

ще и μὰς,

[T Β,
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„Т при х-0,

| flx"{{) при O<x=l
e e равномерно сходяща B (0. П.

- .- . че тази редица Η
1

"o рага ледаме редицата от точки X,=73
” 

Ἀ

на сегмента [0.1]. Въя всяка от тези точки (т.е. 35

- ; помер п) €@ в сила съотношени
ята

ка) =cos & =% . ка) -0.
.

| Така 38 всекп HOMEp п имаме
. “-

{ жаА) | ιξ.

означавз. че ΠΡῚ εἰ HEPABEHCTBOTO (2.6) не може да

ἓ lL'.iu: удовлетРорено 33 всички точки х от сегмента (0, 1] едновре-
| τΤ при никакъв номер л, т.е. означава линкса на равиомерна:
пе [0, Ц сходимост на разглежданата редиц

а.

l Π Ще сопбележим, че разглежданата редииа клони към гранич”
Ἔ фуинкция f(x) разномерно въл всски сегмент |5, 1], където бе
в фиксирано чнело от нитервала 0<8< |, Нанстина 32

ладено # ще се намери номер, започвайки от който венчки

!
i

Π У) ка равни на нула B целия сегмент |8, 1), Тъй катФ
кция f(x) е равна на нула в сегмента (3, 1], 1o

ΕΝ -

! < част на (2.6) € равна на нула в целия сегмент (3. 1], за-
По този начин OT посочения ном

ер

изпълнено за венчки х OT сегмента

Ῥ.

τ o7 0T посочения номер.

| ο неравенството (2.61 е

) 1] npu пронзволно e>0.

Опрезеление 2. Ще казваме, че даден функипонален ред е рав-

b схолящ н MHOMECTBOTO {X}, ако редицата ὉΤ частичн
ите му

.К & равномгрно сходяща B множеството [ΑἿ.

“ Ще отбележим, че функционалният ред (2.4)
 от пример 2, pas-

| ΞΙ - Β. @ 1, е равномерно сходящ в кръга 4у
 с произво-

| фикеиран Ρά ς г неговата сума е е7.

Нанстина навсякъде в посочения кръг имаме 
xlezr, Пу ΕΗ

! ЗК у1:5Зг, откъдето поради паличието па OUCHKSD

ι or π. 2. 59, глава 6, част [ ще получим, че навсикъде Β 110-

| - кръг имаме
κ

| | | згъдт ι

ι Κατι | Ξἷ“ς(π-:-ητ ¢
дедва, че Κα- (x=V) клони KbM нула

23 γθυ , а това значи, че редът
аЕ W

га кумзта му се .

-

“

От последното неравенство ©

при п--то равномерно в кръг
а X

(2.4) е ранномерно сходяш в посов
ения кръ
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4. Критерий ᾷ Коши за равнимерна сходимост на редица (ред)
Валидин са следните две фупдаменталнии теореми. '

Teopema 2.1. За да бъде функционалната редниа {{{{Χ}Ὲ} пав-
номерно сходяща в множеството {X}, е необходимо и достатъчно 3,
всяко положително число € да съществува номер Л(е) такъв, че τῷ
BCAKO 7, удовлетворяващо условнието п”>Л(Е), всички естествену
чиела p(p=1,2, .. ) и венчки TOYKIt х OT множеството {x} e вярно
неравенството

Теорема 2.2. 38 да бъде функиноналинят ред

(2.5) . У ч)
k=1

PABHOMEPHO сходящ в множеството (а), е необходимо н лостатъчно
За всякОо положително чиело & да съществуви номер А (:) такън,
че за всяко п, Уудовлетворяващо условието пс:Л(е), всички ecTe-
стиени числа p(p--1,2,...) и всички точки х OT множеството ()
е изпълнено

μμμ |

Σ ид(.т)г(в.
[ & Ἀ ΕΠ

{2.9)

Достатъчно е да докажем само теорема 2.1, тъй като теорема
2.2 ¢ следствие на теорема 2.1 (достатъчно е да отбележим. Че в
лявата част на (2.9) под знака за абсолютна стойност стоп раз-
ликата БЗлач„(х) 5,(х) на частичните суми с HOMEpa Ρ и п на
функционалиня ред (2.8)).

Доказателство на теорема 2.1
Необходимост. Да предналожим, че peannara ( Л.(33)) каони ран-

номерно в мипожеството (X} към граничната функция #(х). Тогава.
K4TO фиксираме произволно >0, ще намерим за него номер Nie)
такъв, че неравенството

(2.10) Jal)- S |< 5

A3 € в сидла за всяко f1, удовлетвориваща условнето n=N(g), и 38

BCHYKH точки х OT множеството {x}.

Ака р е произволно естестнено число, то при п:-АЦЕ) номерът
7+ p още nokede ще удовлетворява условието n-+p - N(g), а затова
за всички 1, удовлстворяващи условието 1t~ А(еЕ), всички естествени

р н веички TOMKH х OT множествато {x}, толкова повече ше е в
сила неравенството

Ο ἼἬΕΥΕ ря
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!/Ъ+вЕТЗ*]ЧЕ)РЧЕ%-

Ha сума τ ἘῈ велиячини не надмицава сУу-
ф Тъй като модулът

тмата на техните модулни. τὸ от (2.10) п (2.11) щ
е получим, че

.Ἑ аА0) Ξ Раее) |1} () —f()) =
| <l ее() κ το)π Е«< Е

(за всяко п, уловлетвориващо ус ловкнето Π Ne), всички естествени

ЦЧеобхадимостта с доказана. 
.

[μ ́ Дестатъчност. Да предположим, че 33 произволно εὉ» Ὁ мо
же

да се вамери novep А(е) такъв, че перавенството (2.7) да е в си
ла

Ὰ венчки п. уловлетворяващи условието п-М(), за всички e
es

| тествени р и За нсички точки х ог множеството {{]. От неравен-
ството (2.7) и ог критерия ua Кошти за сходимоет на числова ре-

а (гл. п. 3, 5 3. глава 3, част |) следва схолдимоест на редицата
ΔΗ
{{ω|Χ}} вън всяка точка χ OF множеството {¥} и съществува

нето на

опредедена във всяка точка х от множествота () граниячна 
функ-

j ция fix).

& п, удловлетноряващ усло-

|

|
jiumcaa p и всяко X от миожеството {X}).

(]

Kato фиксираме пронизволен номер 
\

внето π ́ Nig), и праизволна тачка х OT MHOMeCTBOTO ς да na-
при р-еес в HCPURCHCTHOTO (2.7). Като ni-

4. 5 1. raana 3, част I, ще получим,

орянащ условието nzzN(e), и
&} e валидно HCPABCHCTEOTO

правим граничен преход

ползуваме теоргма 3.13 τ П.

че 38 произволен номер п, удовлетв

произволна тсчка х от множествого

х) () е< ЗЕ.

Тава всъщност 1еказва, че редицата {7,(x)} клоци к
ъм гранич“

ната фувкция Йх) равномерио в множеството {χ}.
1 Достатъчността е доказана.

§ 2. Достатъчни условия (признаци)
за равномерна сходимост

на функционални редици и редове

- Вп. 1, § 1 се убедихме, че изучаването на функапоналяните редове

| е еквивалевтно на изучаването на функциенални редипи, От 
тази

гледна точка всеки признак 38 равномерна сходимост им
а две ex-

вивадлентни формулпровки: една на езика на функционалните ре-

лове, друга -- на езкка на функц"оналните редини. Ще
 изразя-

ваме устанавените признаци N2 езика на редиците иди р
едовете B

А математачески зналиа, Σ част
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ипо-удобната формулпровка, ΠΟΗΉΚΟΓΔ ще привежламе и лветс ¢f.

вивалецтни формулировки.

Теорема 2.3 (признак на Вайерщрас).

Ако функцпионалният ред

(2.12) Σ “(Χ]
ἐπξΞ:

е дефиниран 8 множество #х) и ако съществува сходящ числов ред

=2

(2.13) > ὰ
Е |

такъз, че за всички точки « OT MHOMECTBOTO #1 н 33 венчки но.

мера & е изпълнено неравенството

(2.14) "t (Х) ey,

10 функиноналният ред (2.12) e равниомерно схолящ в мнажество-
то {x}.

j{ оказателство. Фикспраме произполно >0, Тъй като чи -
лавият ред (2.13) е есходящ, τὸ по критерия на Коши за еходимос т

на числови редове (гл. теорема L.l οἹ глава 1) ще ce намери Nie
такова, че

-0

kmn+|

за веяко п, удовлетваряващо μ А(Е), и за всички ев«тествеци

числа р.

Or неравенства (2.14) п (2.15) и от това, че модулът на сума
от р събираеми не надминава сумата от модулите им, ще полу-

чим, че

п+р ΠῈΡ A+ Ρ

Σ ξ Σ 3 е<е
| #«л 4- Е b=n+1 Ее |

(за всяко п, удовлетворяващо условието п 2 N(e), венчки естестлени

чиела р п васички точки х от множеството Тхр.

По критерия на Каши за равномерна сходимост (т.е. по тео-

рема 2.2) следва, че редът (2.12) е равномерно сходящ в множе-
ството (х). Теоремата е доказаца,

Забележка 1. Накратко критерият на Вайерщрас може Да

бъде формулиран така: един функционален ред е равномерно схо-

дящ в даденцо MHOMECTBO, ако той може Да бъде мажориран в това

множество OT сходящ числов ред.

Забележка 2. Трябва да се подчертае, че критерият Ha

!

|
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“-г;а;,ерщрж е само Достатъчно п не необходимо условке за равно-

и глпната с ходимост на функцконален ред.

„„Н-Е.! Наистина функиноналнант ред

к Π ἊΞ

Ἢ Σ Ἐ
k

ч. =
Ι '.'ἱ. й B .

. ,"a‘-pannnuepufl сходящ в сегмента О--Х25 Г и неговата cvMa с In(l +— X},
защото, KAKTO € показано A п. 2, §9, raasa 6, част [, разликата
между ἱπ|1 Ἐ Χ} и п-тата частична сума на този ped е равна на

остатъчния член R..,(x) във формулата на Маклорен 3
8 функцията

fn(l+x) и Уудовлетворява неравенството
м 

ι

‘88 BUHYKN X OT сегмента ὃ- χ: .

| '« 3a посочения функционален ред обаче не съществува мажори
-

фащ го в сегмента О0:л -::1| сходящ числов ред, защото 33 всеки

‘HoMep Е имаме
(= 1)1k

b 81 L щ
( κ

Ὶ

kl

=

1
а чнеловият ред Σ π € разходящ.

E=1

Да приложим признака. na Вайерщрас, 32 да установим рав-

номерната сходимост 1A функцпоналния ред

жа

Σ sin (ЕЗх Еу)

ἄπεϊ

Може да се твърди, че този ред е равномерна сходящ Β цялото

тримерно евклидово пространстно F*, защото 38 BCHKA точка (X, V, 2
OT това пространство TQR се мажорира ОТ сходящия числов ред
[

ΕΝ Σ Ι

а Е
Теорема 2.4 (признак на Дини”)

! Ако за всяка точка X OT затвореното ограничена миожество

(43 в прогтранството Е“ редицата (7,(х)) е ненамаляваща (нера-
- стяща) и клони в тава множество ΚΈΜ грацичната функция flx) и
м ако всички членове на редицата {/,(x)} н граничната функция

13 ] « Vape Динй «« итализпски математик (1845—=1018).
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Лх) ca непрекъснати в множеството (х), TO сходимостта на реди.

цата {f.(x)} e равномерна в мпиожеството {1}.

Доказателетво,. Без да намаляваме общността, ще пред-

положим, че редицата {f,(x)} пе намалява в затвореното ограни.
чено множество {1} (случаят на нерастища редпипа се свеждДа до |

този чрез умножанане на всички елементи на редипцата с числото

-1). Да положим г.(х)-/(х)-1,(х). Редицата г(х) има слелните
свойства:

1} венчки r(x) са неотрицателцин и непрекъснати в множе-

ството {1}.

2) sr,,(x)} не pacTe в множеството {X):
3) 915 пвсяка тачка X OT множеството () съществува границата

Ит r,(x) - 0. |
ПА

Достатъчно е да се докаже, че редицата {r,(x)} клони към фупк-
цията, тъждествено равна па пула, равномерио в множеството {i],

т.е. достатъчно € да се докаже, че за нсяко ἐ Ὸ може да се na-

мери поне един комер п такъв, че κ ) ε, 34 веички X OT мио.

жеството («х). (Тогава поради това, че редицата {r,(x)] е нерастища,

нераненството г.(х)«< « ще бъде изпълнено и за венчки следваши

номера.) Да допусенем,. че за някое e2>0 не може да се намери нити

един помер п такъв, че Да имаме £, ()<t едновременцо 33 неички

х от множеството {x}. Тогава за вески номер п ще се намери поне

едиа тачка X, OT множеството {x} такана, че

(2.16) rx,) 2.

Поаради ограничеността на множеството {x% по теоремата ΠῈ
Болцано- Вайерщрас (гл. теорема 12.1 от глава 12, част 1) от реди-

цата от точки {x,} може. да се избере подредица (х.,), кловяща към

някакка точка X, която поради това, че множеството {X} е 3aTpo-

рено, му принадлежи. Тъй ката функипията г.(х) (¢ произволен но-

мер т) е пепрекъсната в точката Xy, TO за вески номер т имаме

(2.17) lim г„,(х.„ь) ЗА Xg)e
Π -

Ot друга страпа, като изберем за всеки номер т падминаващ га

номер п., ще получим (поради ToRa, че редицата г.(х) е нерастяща),

че

г,„(.х?„*) r, д(.т„д].

Като съпоставим последното неравенство с непавенство (2,16), което

е вярно за всеки номер л, ще получим, че

(2.18) ΕΥ͂
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el peeKit HOMep f1,, надминаващ фиксирания ΟἹ нас пронзволен HO-
,

o
“т).

“ Ot (2.17) н (2.18) следва, че

4 ΓΜ(ΙΠ) τῈ

ечи на }ἝΠὉΕΠΕΤὈ, че permua'ra
τ DCek: номер т), а това про

тивор
Полученото протпворечие 10

ἐ (х)) клони към нула в точка Yo

ка заа твпрематв.

Ἐ Забележка. В теоремата на Дини изпскеванет
о за MOHOTOH-

й

)) ев MHOMKCCTROTO {x} е твърде съществ
ено,

Еет 13 редицата { falx

А аното немонотонна в MEOARECTREOTO () peuilla от непрекъснати B
да клони във всяка точка х OT

ὅβα множество (х) функоин може

чожеството (v} към непрекъсната B това множество фу
пкция flx),

жеството {X}.
ла не & pflBHfl\fl*pflfi сходяща в мн

о

- Като пример la разгледаме редицага от функицни 
(6.(3), 38

I«1 - ме μ ” % ¥
Екоято f,(x) е равна wa sinx при 0 - н е равна на нула при

« Тази редипа клони Kb f(x)="0 във всяка точка на сег-

£, но не с равномерно сходяща в този сегме
нт, защото

за всички номера п.

o .
"

Ф

Ие -

51

Al ка Р

L.
IMERTA Ое

ПА) х i1 при Ха ς

“ Ще призедем еквивалентна формудировка на теоремата на T
t

Ha езика на функционалиите редове: ако нсички членове Ha 
ΠΝ 1ΠῚ -

ЖФноналним ред «са непрекъснати н неогрицателни (или кеположи-

Δ) в затвореното ограничено множестно {¥] и δκὸ във всяка
сумата му е непре-

точка от множеството {x} този ред м 
сходящ M

"късната функшия, то еходимостта на посочения 
ред е равномерна

в множе:гтвото (х). 
-

Като пример за нзползуване на признака на Дини ще изу-

чим въпроса за характера на сходимост на
 редицата

! ! и ¢ ценвтър в точката (0,0). Тази -
в кръга Ху τς раднус -у

схолимост е равномериа в посочения кръг, защот
о разглежданата

редица влони вън всяка точка на този кръг към Грани
чната функ“

ция f(x,y)=0, не расте ΒῈΒ copka тачка на кръга
 н се състои OT

функцин, непрекъ:нати в посочении
 Кръг.

два признака за равномерниа CXO-
Преди да формулираме COUC м HAKOH HOBH ΠΟΜΗΤΗΗ,

димост на фу нкцнопални pelose, ще въведе

Определенне 1. Ще казваме, че редицата {{ (х)) е равнсмерно

ограничена в множеството Гх), ако съществува такова числа М >0,
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н

н

е

 

ееее ὅὃὅὃΒΡΒ

че 33 всяко п и за BCHYKH точки X от множеството (х) 33 ¢
пълнено неравенството

На

А ) =M.
Определенне 2. Ще казваме, че функигоналната редина Ге () }

N3 в MHOMCCTBOTO { х ) равномерно ограничена варпация, ако ¢ξἷἳι ἐ{ -
ΠΗΘΗΣΠΗΗΗΤ РЕД

а

(2.19) Σ (e (=0, ()
k=1

е равномерно сходящ B множеството (х1.

Веднага ще отбележим, че нсяка редица, която има в мно-
жеството (х) pasHOMepHO ограничена варпация, е paBHONCPHO
сходяща B множеството (х).

Напстина от равномернцата сходимост на peaa (2.19) в мно-
жеството ( х) и от критерия на Коши слелва равномерната схп.
димост в множестивото (х) на реда

(2,19") 2 [0t (+)-- еа (],
Ке |

чиято л-та частична сума #8,(х) има вида З () - Ое+1(х)--0,(х). От
последното равенство следва, че редицата {u, (х)) e равнемерно
сходяща и клони към граничиата функиня v(x), равиа на S(x) +vy(x1,където S(v) с cymata на реда (2.19%).

Сега можем да формулпраме и да докажем следните два при-
знака.

Теорема 2.5 (първи признак на Абел)
Ако функционалният ред

ὐ

(2.1) Σ ч()
еея |

има равномерио ограничена в множеството (х) редица от частич.
ните суми, а функцгопалната редица v, (¥) има рагномерно огра-
иичена в MHOMECTEOTO (х) квариация и грапична Функция, тъжде-
ствено paRua на пула, то фуйкционалвият ред

ре

(2.20) З е() . ()
я

€ PaBHOMEPHO схолящ 1Y множествота {x1.3
Даказателство. Mo условие съществува чиесло M >0 ta-коза, че редицата {S,(v)} or частичните суми” на реда (2.1) удов-летворява неравеицството |5,(х) | Ξ 1 33 вснчки номера п и венч-

ки ΤΟΠΚῊ X OT множествато [x),
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у "Фиксираме произволно e~>0 и нампраме номер N такъв, че
Е осички >N, всяяки естествени р и веички то

чки х от MHO-

2070 () да са в сидла неравенствата

“Ч4333455%г*
пй- |

-

Z гае) -- 2()) < 3мм
ἀπη ὶ

НЧ

τὰ

Tyx използувахме това, че редицата {υ,(Χ}} клони равномерно B

Туножеството () към функицая, тъждествено равиа на н
ула, а също

ака н равномерната сходимост 18 реда (2.19) в множествотг
то (х).

а 07 тъждеството на Абел (1.77) и понеже модулът ΜῈ сума 
or .

Ν числа не налвишава сумата OT модулиге 1M, пол
учаваме

 ̓ . i 4 noep—1
Σ е() - vy <. Σ S, 00 04 (х) + () +

# =
 

..

+ Заа(х) [ 1 Ὅ;Ἱ Ἐ | S0 | е+) o

) KaTto използуваме условието | S.(x)] =M, ще получим
=

ΕΣ а+р mo g ὶ

О . ξ Σ Ι"ι(’ἷ)υιίχ)ἠ =M Σ [σκ ς ε(Χ)-τῦ (Х) -+
' . Ал Ε δ -ἣ ὶ

а +МЕЪ„(1Н +3“ ‘un{*l{x)I'

Съпоставяме последното неравенства ς (2.21) я (2.22) п получа-
ваме, че за всеки номер п, всички естествени р и вси

чки точки X

 ̓ множеството Χ} имаме
еА

Σ [μκ(χ) , (Χ}} τ ε.
Дл |

:а това означава, че редъг (2.20) ¢ равномерно сход
ящ U множест-

вото (по теорема (2.2).

| Теоремата е доказацна.

Теорема 2.6 (|втари признак на Абел). Ако функционалнният

ред (2.1) е равномерно хходящ в множеството X} н сумага му 
S(x)

е аграничена в {v}, а Ффуньптоналната едина (v (y}} претежава

равномерио ограничена B миожествота {ις вариашия й граничната
И функция 2() е ограничена 5 [5}, то функцноцалинят ред (2.20)
е равномерно сходящ в множеството .

Ν ДЛоказателство. Ще започнем от тъждеството на Абел
(1.77) от глава 1. Това тъждество може да бъде записано във вида

‘ . IS«; ,p{.\f) SQ(T)] . I?r:i«i‘{.:'f} + Бд(х) [Е!.-„.Е„Р(Х)-Ед 4 1(:':)}'



ме ΣНа ——

88 ФУНКЦИОНАЛНИ РЕДИЦИ И РЕЛДЛОВЕ
Ἠ

-

(Тук символът S,(x) означава А-тата частична сума на реда (2.1) )
От последното тъждество следва не равенството

R+ : а Ф |

2 w0 е200) | Я (S ] o) —o, ) |+
Ее | Ел ΜῈ

(2.23)

+l Sfl%—?(x)" S,,(X) Ж 5и„+„(х) ί + | Sfl .«L') 3 . | Untp (.1")-0„..3.1 (ὶ) {'
Тъй като по условие сумата 5(х) на pexa (2.1) н граничната функ-
ция 2(х) ца редицата (о,(х)) са ограничени в множеството {x}. τὸ
ще се намерят коцстанти My и M, такива, че за всички х от мна-
жеството [1}

(2.24) 50 ) [ <My, 100 }}-- M,

От неравенство (2.24) 11 от разнкомернпата схолимост на реди-
ците (5,(х)) н {0.(Α}} (клонящи съответно към S{x) и v(x)) в мко-
жеството () с ледва, че съществува такъв помер A, ., че за всички
точки х от множеството фх) и венчки номера по-А, Да бъдат из-
пълнени нераненетвата " . ,

(2.25) 15,4(х) | 5Ма+1, Ju,(x) Μς .

Ot друга страна, or равномерната в множеството [ΧἹ] сходи-
мост на функционпалните редове (2.1) и (2.19) и o1 критерия на
Коши за раономерна еходимост следиа, че за произаоплно >0 мо-
гат да бъхат намерени номера А(е) и No(e) такива, че неравен-
CTBOTO

9 р А-. . ῷὖ.͵͵(2.26) | За+а () S, < ST

да с изпълнено 32 точките X ΟἹ множеството {v}., веички естест-
вени р п всички помера п, удовлетворявашщи уеловиета пе Ν ,(εἸ,
и неравецетвото

Ц ἐ е |

ка
.(2.27) З o) —u,(x) <УТ

ἐ-π ἘῈ

8 е кзаълнено 32 псиякие ΤΟΏΚΗ х от множеството [1], всички
естествени р и венеки помера п, Уловастворяващи условието
пл Х ε.

Накрая τ тъждеството

еч (=2 (0) = З [k (¥~ 2],

ΟΤ С.-”ШЛЕЗЩПТП Τ пего неравенство
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Ξ

1 Qfl-}-fl (x)—vfi"fl Ξ';ΞΙ (a“l'i‘_fi

ячки точки X от множеството {x}, всички естестве
ни ри венчки

м лепа п. удовлетворяващи условнето Πο- Х(е)
i Ξ означим с А(е) най-големия ог трите цомера Ny, Nye) 1Ξ,-' ) Тогава при ле Х() за вснчки точки х от множеството [2‘«}

Ἢ 38 всички естествени р да бъле изпълнено всяко OT четирите

еравенества (2.25) -- (2.28),
τ Τ тези неравенства п от (2.23) следва, неῳ

“

а+ Π

l Σ μ )ῦ () ι <“
Дещ |

-нп асички лл N(g), всички естествени ) и за всички точки Х ΟΤ

Множеството п
По критерия на Кошни редът (2.20) ¢ равиомерно сходящ Β,

множеството (х) Теоремата ¢ доказана.

7 Следствие от теорема 2.5 — признак на Дирихле -- Абел
. Ако редицата o1 частичните суми на функиконалния ре

д (2.1)
‘& равномерно ограничена Β мпножеството, а функциопалната ре

At (0,(х)) e нерастища въп вляка точка ὐ множеството (.!:Е) 1t
кдани KBM πν 90 равиомерно в точа множестно, то функционал-

„ният ред (2.20) е ранцомерно сходищ в множеслтвот
о (N}

Достатъчно e Да ке отбележи, че инерастяща взвъв всяка тачка

ὋΤ множествота (1) и клоняща ракномерно μ тона 
миожество KbM

„ нула редеца {o (x)} притежава в множес трото (х) равиомерно огра-

“ нинена вариация. защото 331 нея πΤ Τ частинна сума S,(x) ua

реда (2.19) ¢ равна uad пъ 0oy (x). Следозателно съществува
равиомерна в множеството {x} гранвииа

Ити S, (х) - Плъ е() =% {Χ}} - o).
К.

Като пример да изучим зъпрола 33 равиомерцата сходимост

на реда

(2.29) У =

Тъй като редицата
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 ́ 

е РЕДОоВЕ

0,(Х) = - ἰ
я ὑ | х )"

е нерастяща н pPasHOMEPHO клони към н
— oo X< οὡὶ 10 по признака на Дирихле--Абе
номерно схоДящ в произволно множествна,
стичните суми на реда

ула върху правата

1 редът (2.200 е пад.
в което ред!ната от ча.

(2.30) Σ sinkx
k1

€ разномерно ограничена.

За да пресметнем п-тата частична сума 5,(х) на реда (2.30),сумираме

«
2sin - sinfx=cos (k-— -ἐ-).κ-ι:υε (!г-т- -:г).ъ

по венчки Ж от | до п. При това получаваме съотношението
Ра х 

12 51πτν 5 (х)-- οὺς - со8 (n +=;_:,—) X,

OT KOETO с ледва равенсетеото

cos “ - сач (n+_l-) χ
N 2 Π }

“Ὁ) Β ЕЯ
“

Значи за венчки номера п е вярно перавенствота

1

sin ...Ξ.

OT което следва, че редицата от частичните суми на реда (2.30)€ равномерно ограничена във всеки сегмент, който це съдържа точ-ΚΗΤΕ Х Ξ 2πΠὶ, където то--0, + |, 42, ... (защото във всеки такънв„К !сегмент" sin у | “Μ8 положнителна точна Долна граница),
Н така редът (2.29) с равиомерно сходящ във вееки фникси-ран сегмент, койта не съдържа точките Ха Зат, m=0,41,4+2, .. .По Bropua призпак na Aden редът

ж

| sin kx ] Е)
Σ 1 Rl || Aet-lx
b=

Ϊ

€ равномерно сходящ във всеки ΘΌΓΜΘΙΤ, който Π съдържа TOY- 'ките Xp=2mm, m=0, +1,..., защото, KAKTO нече доказахме, pe- }дът (2.29) е ракномерно сходящ в такъв сегмент и има ограничена
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ння

| A+l+ .i-lf‘ 4, а редицата D*““",:é;' ” нма равномерно OrpaHiyeHa във« . 

ет 

'Goekil сегмент вариация, защото редът
еааа

L

а

а В ОЕ
ι ot .

κὰς

„есе: мажорира на πηῆπατὰ права OT сходящия числов ред Σ '
. . 

# |дьдпвнтелнв е ΟΧΟΑΙ͂ΝΠΙ на цялата права и сумата му е ограничена.

§ 3. Почленен граничен преход

, Да разгледаме пронзволно полмицожество (х) на просгтранство Ет
ἘΗ чека х с точка на сгъстяване на множеството {x}

Вярно e следнато твърдение.
] Теорема 2.7. Ако фуинкциопналният ред

1:(2.31) 2 uy(x)
' '8

е равиомерно сходящ в множеството ix}. сумата My е S(x) и всички
| В членове на този ред имат в точката х граница
# - 

Ит u,(x)=b,, k=1,2,...,

ъ 
«е

ῃ 

&

} та Η сумата 5(х) има в точката х граница, при това

а 
еъ

ῖ
|

T. €. символът Ит за граница н символът Σ 38 сумиране могат
да си размецят местата (може 3
преход).

Доказателсетво. Най-напред ще Докажем сходимостта на
2

числовия ред Σ ὃ;.
Ге

а ге направи почленен граничецш

По критерия ua Коти, пряложен към функционалния ред
(2.31), 38 Bewko в7>0 може да се цамери намер Х(е) такъв, че

] (2.33) |йа+1(Х) + Чачав(х)4- - К йатр () |«<е
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33 всички номера п, удовлетворяващи YCJAOBHETO n=N(e), всичкиестествени р Η всички точки х от множеството (х). В неравенст.вото (2,33) фиксираме номерата n н р и правим граничен npexoy
при х-х (такъв граничен преход може да се осъществи по про.
изволна редица от точки от множеството (А), кланяща към х).Получаваме

Ва+а + бач24 55 Бя | е< Зе
(за всякоа n=N(e) и всяко естествено р). Съгласно критерия наа

Коши редът Σ b, e сходящ.
й-|

Да оценим сега разликата

S(x) --Ξ b,
й|

Тъй като

S(x)-az чА()
Ки |

за всички точки х от множестнвото {1}, то за ΒΟΘΚΗ номерплел
сида тъждеството

ю я “ Δ Ф

3(5)-2 b= {Σ μκ(.)-- Σ ὸἑ”" Σ t,(x) -- Σ b, .
А | ᾷ:! В | ἐπη ῖ ἔωπ.μῖ

ΟΤ което ПОЛУЧПВЗЪЮ неравенството

(2.34) ]з(,т;..й AL uk(,k‘)--kzfilbfil-i*l ἓ 1.о.:,„„.(ж)[а-| Σ b |.
b k-1 k=4 b= |

KOETO е вярно 38 венчки TOYKH х OT множеството {x).

"

Фиксираме произволно «7>0. Тъй като ре,цътЕ b, e сходящ, а
k=1

РЕДЪТ Σ Hk{.t') е pim}{mlepHU схоДяЯяЩ Β миожеството {Ι}, TO 38 всяко
o= |

e >0 може да се памери HOMEp п такъв, че 33 нсички точки х от
множеството (х)

:ῷ 
| а во

(2.35) L;H by <3 e ]ἑ:ΣΗἨ uylx) f <

Тъй като границата на крайна сума е равна на сумата от гра-
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е

“ ч

Е ипите на събираемите, то 33 фиксиранота OT нас в>0 и за из-

брання номер п може да «е посочи >0 такова, че

]

5.38) ΙΣ () -- ;t b
ἘΞ:- 1 =

А всички точки & OT MHOmecTBOTO {r}, които удовлетворяват ye-

<3

el

-

e

gosnero 0<s(x, x) ς ὅ.

От (2.34). (2.35) я (2.36) cacawa, че

IS(x)_i hy| <“
=i ,

За вснчки Точки X ὉΤ множеството X}, удовлетваряващи
 услозието

< p(x, ) <% Tosa всъщност доказва, че границата на 5(х) в точ-

Бгата х съществува и че е BAPUO равенстното (2.32).
у, Teopewmara е доказана.

Г На езика на функцлоцалните редици теорема 2.7 звучи така:

З Ака функиионалната рединца f(x) клони равномерно в MIIO-

Зжеството (х) към граничната функция f(x) и всички
 елементи на

тази редниа имат граница в точката X, то п грапич
ната фуинкция

- 
:

F{x) има граница в точката х и при това

Ι “ : 
+ «

g lim #() -- Нти (lim () lim (lim f,(x)).
Σ

Ν Дае Ε и ЕИ ἄ Ἐ

LML е. симзолът
1 Σ

Ly нипа на фушкиция могат A2 си

τ казва, може 1a се направи почленец границвен пре
ход при

1 Caeactede 1 ot Teopema 2.7
Ако B условието Ha Teopema 2.7 понскаме доцълните

лна точ-

ПУ ската х да принадлежи на миожеството {x} овенчки членове 1, (¥)
! pa функиноналния ред (2.31) да бъДат непрекъгнати B точката X,
. тои сумата 5(х) на този pel ще бъзде пепрекъ:ната в точката χ.

. Наийстина в този случай ь,:ць(.%) и равенггвото (2.32) ще кма
) вила

I l. o

HmSw) =, πρὰ)-- S(x),
1

#

. oo ἘΞ ῳ Я Ξ

| lim за грацина на редица и символът lim 3a rpa-
Φ

ее

разменят местата (или както се

x—x).

#8 Ня

в

а това означава, че сумата 5(х) e непрекъ:гната в точ
ката «.

Caexcrsue 2 от теорема 2.7
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Ако всички членаве на фу инкционалиня ред (функционалнатаредица) са непрекъснати в гъстото н себе Ο множество Еако този функипонален ред (функционалца редица) e равномерноСХоДЯяЩ (сходяща) в множестното (Х), 10 п сумата на реда (гранич.пата функция на редицата) е непрекъскната в множеството {x}.Достатъчно e да се приложи предното следстиние зъв всяка
точка х от множеството (А,

У 4: Почленно интегриране
и почленно диференциране

на функционални редици и редове

Ι, Почленно янтегриране
Ще докажем слелината основна теорема.
Теорема 2.8. Ако функипоналната педица (/,(х)) е равномерносходяща в сегмента (а, 6) и ако пеяка фуянкиня /,(х) е интегруемаB фргмента (а, 6), то и траничната функция /(х) с интегруема вTO3H сегмент, при това посочената редица може да се интегрирав сегмента (а, 6) почленно, т.е. границата

1
A

A
съществува и е равна Hy _[ f(x)dx,

#

#

im j /„(х)ах
o

Доказателетва. Най-напред ще докажем, че граннчнатафункиия /(х) ес иитегруема в сегмента |(а, .
Фиксепраме произволио £>0, Достатъчно е да се докаже, че32 Tpanusuara фупкини /(х) ще се намери поце едно деление насегмента (а, b, за чията Горна сума S и долна сума S е в силаHEPABCHCTROTO ὅ -- ς (гл.п. |, § 3, глава 9, част .За пелта е дастатъчно да се покаже, че за фиксираноето отнас произволно в:>0 може да се намери помер л такъв, че за всяко4еленне ца сегмента (а, 6) горната сума 5 и долната сума 5 нафункиията Л(Х) и горната сума S, Η долната сума 5, ua функцията7.(ΧἹ са свързани с неравенството

(2.37) S—82(S,—8,)+ .

“ Ще напамним, че множеството (х) се парича ricro в себе си, ако всяка
кегова Точка е точка ΗῈ сгъстеяване аа това множество.



T

: щастичиня сегмент Хке Ха

-

ПОЧЛЕЕНО ΠΗΤΕΓΡΗΡΑΗ͂Ε 9{)

i

Нанстина OT интегруемостта ὰ функанята f,(¥) в e 0) следва,

ς може Δὰ се избере деление така. че да бъле вярно
 неравенст-

S, —5,<=. от което н OT (2.37) ще получим, че 5- 5<, което

звършва доказателството на WHTErpyewoCTTE B [a, ὗ'] на ¢y K-

ι [0].| ffla разгледаме произволно деленче С (=1, 2,.... т) на сег.
нта [a. 8) н да ознавим съ “имвола κ /1 осинлацията” на k-t

астичен ventent (Хе-1, Χ} μ фувкиията fa(x), а със символа

- огицланцията в същния частичен гегмент на грацич ната

фенкиия f{x).

Перавенството 2.27 ще бъде доказано, ако устапо
вим, че 38

Щостатъчно голям номер е 8 сила нераве
нството

-

35) w,( = τ ( Л + T_i(g: e
жим (2.38) с дължината Аха-- Ха Хе - На

и като сумирамс така полученото HE-

ще получим неравенството

i

(HaucTinia, като умно

равенство по всички Е“-1, 2,... т

(2.38))
llle установими, че 34 домиъчно големи номера п 

lIEpflBEHL‘T-

вото (2.38) « изпълнено във нсеки сегмейт (Ve χεὶ.
33 всеки номер л и за всеки две точки У н Х” от сегмента

[χε--ἰν Х| € вярно тъждеството

Деу =00+ U= μ } < 7 Дх”)),
ΟἹ което с«ледна ἨΒΡΞΞ!Ε”ΗΕΤΒΟΤὈ

(2.39) ()= / Sl =)+ μ FE
клони към функцията f{x) рав-

че за фиксираното от нас про-
за венчки ΤΌΗ X

Or тона. че редицата [f, (X))}
номерно в сегмента (а. 6), следва,

ἩΞΒΟΠΠΟ е>ПОП ще се намери номер ” такъ
в, че

ат сегмента [a, #1

(2.40) A=A < =y
рана на (2.39) неравенството

Като използуваме в дясната 1 а х-х”, ще получим от (2.39)(2.40), взето 38 точка хоз Х” H за TOMK

(2.41) A =N = μΟΊ! =)+ s

че осцилация на функинята а пронзволен сегм
ент се на-

" Ще азпомнам,
ΓΌΡΗΒ ¥ Точната долиа граписа па тази Qyux-рича разликата между тос ната

пяя в посочения сегиент.
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(за избрания от нас достатъчно талям номе
ТоЧчки Х” ἢ Х” oT сегмента Къ-а . Δ.}}.

Тъй като при произволно разположецие па точките хсегмента [xz—;, х,) е вярно неравенеството#

то от (2.41) ще получим

(2.42) =N | ῶ )Ὲ 5 -

2.42) е вярно при произнолно

P Π 88 всект -y-
.

н” H‘

Ще отбележим, че церавенетно (
разположенние па точките у и χ в частичния сегмент |ха- . .Нека озиачим точната горна :: точнати долна граница Ha |цията Дх) п посочения частичен сегмент ст.ответно с M, и оеа, (Ὴопределението на точните граници следва, че можем да намерияAve редици от точки {v,} и х) (p—1, 2, .. :) от сегмента (ю .. |такина, че

lim ху Му, lim X - ра
R 

еа

От (2,42) следва за всеки номер р

(2.43) =1 ае f) g, с
Като направим в нераненство (2.43) граничен преход пор -и като отбележим, че границата на лявата част на (2.43) е равтана M, —m, —w,(f), ще получим като граница ot (2.43) исканото γιο.разенство (2.33).

Mo такъп начин доказателството на интегруемоетта μ гра.инчната функция /(х) в сегмента (а, b] е завършено.Ще отбележим, че ако в условнето на теорема 2.8 бяхмео по-не кали допълнително непрекъснатост за веяка от функциите а1п сегмента (а, 9) (ΚΟΟΤῸ се прави в повечето учебници no матема-ТеЧеския анализ), доказателетвото на интегруемостта на граничнат.!Фупкция Дх) в сегмента l[a, b} би станало” съвсем тривналЛно: отследствие 2 от теорема 2.7 при такова допълвително изиеквансграничната функиня Дх) би била непрекъсната в сегмента [a, .а следователно и питегруема в този сегмент.
Остана да докажем второто твърление на

дицата {f,(x)} може да се и итегрира почленно
Достатъчно е да се докаже, че

мери номер М(е) такъв, че

&

| Гл(дах- Г Джах | <е

теорема 2.8, че ре-
в сегмента [a, ἐ].

33 веяка в7>О0 може la се на-

o
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98 всички n=N(e)
На {f.(x)} клони равномерно KBM [( в сегмента [a, b], сле-

= 'A0BaTEIHO съществува HOMEP N(s) такъв, че

() - Л) <555

а вснчки х OT сегмента [a, b] н за всички номера Π, удовлетворя-

"ващи условието n=N(z).

” От uepasenctsoto (2.44) получаваме”

Ε b » &
ι 8 Π 

- -

Y | [ fawds— [ gz |-| [ U —f Gl | <
.͵.. ῄ ̓ * - Ω͂ ᾶ

: ΓῊ ” Ε “

μογ)-- ὴ ἰὡ:ς ρ“,...π)"].άῖ: Ὃ <E
&

s/
а

_;,(aa всички посАМ(еЕ)).

Доказателството na теорема 2.8 е завършено.
Ще формулнраме теорема 2.8 на езика на фупкционалните ре-

1 дове: Ако функционалцият ред
Ἂ "

" е равномерно сходящ в сегмента [a, b] и всеки член u,(x) е инте-
груема Ффункция в сегмента (а, δ), то сумата му S(x) е unrerpyema

в сегмента |a, b), при TOLA редът може да бъде почленно ннитегри-

м Kl ран к [a, b], т. е. числовият ред

2: е

Ν 4] Σ | и(хах
. Е- | 2
ey i

ἐΤ | -

пго Ἦ Θ сходящ н сумата му е j 5(х)ах.
аНе ‘*‘ 2
" 1

4 “! Забележ ка, В следващата ra2sa ще бъде получен аналаг

“’;t’ } “ Използуваме слединте устанонени B I 2, §+, глава 9, част Г oucuku:
Ἱᾗ'] : 1) axo #Е(х) е ннигргема в [a.b], то н ! F(x)| e иптегруема Β |а, #), като при

5

тввв! fF{x)a[r}:-’ f:F{x;ldx; 9 axo Дх) B g(x) ca интегрусми в CCTMENTa

a 2
А b

[a, b] н навсякъде 5 този сегмелт f(x)=g(x). то j Лх)ах = f g(x)dx.
< - 3

Т Математачески внализ, 11 част
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на теорема 2.8 за случая, когато функционалната редица е опре-делена Η интегруема в някаква област на т-мерногто евк лидавспространство Е“ (при m=2).

2. Почленна днференциране. Занапред под думите «функцията Дл)е диференцируема в сегмента ἰα, b]» ще разбираме, че функциято7(x) има обикновена (двустранна) произаодна пвъв всяка вътрешиточка от сегмента [a, b], дясна пронзподна Л(а+0) в точката сп лява производна f'(b—0) в точката .
Вярно е следното твърденние,
Теорема 2.9. Ако всяка функция х

сегмента [a. δ], като при това редицата
равкомерно сходяща в сегмента (а, 0), а самата редица (/.(х)) есходяща поне в едиа точка X, от сегмента [α. b;, то редицата(74(х)) клоки към някаква гранична функция flx равномерно всегмента (а, 4], като при това тази редица може да бъде диферен-цирана почленно, г.е, в сегмента (а, 0) граничната функцня e ди:.ференцнрувма н производната /(х) е гранична фуинкция за реди-цата {fn (Ι)}.

оказателстнво, Ще дДокажем най-напред,/.(х)) е равномерна сходяща в сегмента fa, ὁ]. От сходимостта начисловата редица ((ху)) н от равномерната сходимост на Ул)В сегмента [a, #| следва, че за всяко #0 ще се намери номер N(e)такъв, че

(2.45)

) е andeperunpyema в
от производните f,’(x) е

че редицата

/ГН- μ(-’-’ο]"ἶῃίχπ) | < ἷἷ" jn,'*'fl{x) “‘ffl'(x) < :2(h = αἡ

(), всички естествени р и за венчки х от cer-
38 всички η Ν

meura (а, ῥ].

Нека х е произволна точка ΟΤ сегмента [a, ὁ]. Тъй като зафуикцията (/.4+(4-/2,(0) при произволини фикенрани номера п τР в сегмента, ограничен от тачките м н хь, сСа изпълнени всичкиУусловиЯ на теоремата на Лагранж, тр между х Нн X, ще сс намериточка ξ таканва, че

Га+а (.г)-]„(х)]-[]„.д.д (.г„)-/„(.г„)! -- (Рач p(‘f)—fn’(f)} (х--ха).
От последното равенстао п o

две велгичнии не надминава с
Ч“иМ,

т това, че модулът на сумата на
умата от техните модули, ще полу-като използуваме (2.45) и неразенството |x- x| <“<b—a, че

asn ) flx)! <е
33 BCAKO х от [a, 8], 3a всяко nz=Ne) и всяко естествено p.Ot критерия на Коши следва, че редицата { f,(x)} е равномерносходяща в сегмента (а. А|.
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Остава да покажем, че граничната функция f(x) 
HMa пронз-

ἐ oqua във всика фиксирана точка х OT сегмента [a, b] (B крайняте
ч Ἰρήκη — еднострацна праизводна) и тазн производна е гранична

ἷᾗξπκ.ῖι!ῦἱ на редицата {f.(x)}.

” Да фиксираме произволна точка х от сегмента [(a, b] п по нея

‘<0 такова, че >2-околността на точка х изцяло да се съ
държа в

b, под 4-околност на@,b} (ако х е крайнпа точка на сегмента (а,
точка х ще разбираме дясна полуоколност [a, а +5) на точката а

я asea полуоколност (b—3, Ь| на точката b).
Да означим със символа (Ах) множеството от всички числЛа 

Ax,

'gnoaaemnpnaamu ус ловието 0< |Ах|< 5 при a<x<b. условнето

(<«Ах«<# при х-а н условнета —B<Ax<0 при х-ф6,
 н да дока-

жем, че редипата ot функцин на aprymenta Ax

‘3-45) Ῥῃ(ἆ-ἠ < Salx+ ;Ix}—j,,si)

@ равномерно сходяща в посоченото мкожества (Ал).
! За произволно >0 по критерия Πᾶ Коши 18 разномер

на CXo-

димост на peanuara {{.(1}} ще се намерни HOMCP М(
е) такъв,. че

(2.47) а μ(.}-- 2 (Ὁ} «ε

88 всички х от |(а, b]. всички по: М(е) и всички естествени р.

“ Да фикспраме сега пронзволно Ay от множеството (Ах) и при
произволни фиксирани номера л и р да приложим 

теоремата ua

гранж към функцията

[fosp ()—Fa(D)]

| в сегмента, ограничен or точките X и х+Ах.
| Съгласно тази теорема ще се камери число 9 ат ин

тервала

0<8<1 такова, че
- i & -- - 

.

Unsate+ 30 < ак SOl Ul Sl g0 х + Bx)— (3 +BAY).
ax

| Kato използуваме (2.46), последнота paBeHCTRO може π се пре-

пяше във вида

τες»(Δη- τ Δ) ι (0 403) —f (¥ + ).

Or последнато paseHcTBo и от (2.47) заключаваме, ч
е

| ταςτ οἰδχ)-- τ (Δ}} <

38 всякоа ἀν от (Ах), всяко ΠῈ Ν (ε) и всяко естествено р. По кри-

терия на Коши (т.е. теорема 2.1) редицата ГФ(Ах)) е р
авномерно

сходяща в множеството (Ах). Ho тогава към тази ред
ица може да

се пряложи теорема 2.7 за почленвиня граничен преход 
B точката

Ax=0 (на езика на функционалнвите редици), 
.
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Съгласно тази Teopema функцията

к+ах)- )
АПТ

редицата (2.46)
ри това тази граница мо
«

ROMTO е гранична функция за
ката Ax=0, като п
ната почленно, т.е

. НМа Tpaynua в точ.

же да бъде пресмег.

lim еак) - (е ΞΞ т [lim ¢ (ΔΑ}} = lim П 3)) =
At χ Axlm [lim ς, (Δ.}} п [Tim φ,(Δ.}}

- nl_:g [П im ἷ"[ἷ-ΐΐἓἷἷ"ω]:ἑξιξ £ (),

Tosa всъщност Доказва, че производната на граничната функция Дх) в точката х съществува н е равиа на Пт , (Ἱ
Ε ΊΓΤТеоремата е доказана.

На езика на функцноцалните педов
така: ако всяка фунпкция п.(Х) е дифер

ῳ

и ако редът от производиинте Σ и/(х)

йе |

.

е теорема 2.8 се формулира
енипруема в сегмента (а, 4]

е равномерно сходящ в сег-

3

мента (а, &), а самият ред Σ и,(х) e сходящ поце в една точка ¥,k-
ОТ cermenta (а, b), то този ред е разномерно сходящ в сегментаίω, 6), като при това може Да бъде диференциран ц сегмента (с, #)почленно, т.е. неговата сума S(x) има производна, която съвпада

а

CBC сумата на реда ot щшпзнодинтеЕ и/(х).

че в теорема 2.9 се пред-

k=Забележка 1. Ще подчертаем,

а за веехи член на реди-
аниченост, нито още повече

полага с«амо същестнуване на производн

ната ироийзноДна (НЗНТП тава се прави в

цата /(х) в сегмента (в, b]. Huro orp
непрекъс HATOCT μῺῈ посоче
повечето учебници по математически анализ) не се предполага.Забележка 2. Ако BLC пак предположим допълнително цне-прекъснатостта на производната на всеки член на редицата в сег-
мента (а, b], по слелставние ?2 OT теорема 2.7 и гранвичната функиция
Лх) ще има производна, непрекъсната в сегмента (а, ὁ].Забележка 3. За фупкции на m промецливи теорема 2.9може да бъде формулнирана в следния вид: ако всяка от функциинте
а(х)- ( Хае .. X ) има „В затворената ограничена област С на
.. Π τ 7 Р τ 

а
 .пространството Е” цастна производна ὃχ, 10 променливата х, н
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„редицата OT производните { 34‘:} е paBuOMepHO сходяща в 06-

Μ : G, а самата редица {f.(x)} е сходяща във всяка точка OT

< областта G, то редниата {fs(x)} може да бъде диференцирана по-

„ §AEHBO по променлнната х, в областта . |
« ” Or теорема 2.9 лдесно с«е получава слезното твърдение.

| ж Teopema 2.10. Ако всяка функция f(¥) има ΠΡΗΜΗΤΉΒΗΔ в сег-
„"мента [α. 6) и ако редицата {{π|Χ}} e равномерно сходяща в сег-

“ мента [a, b]. TO и граничната функпия f(x) нма примитивна B сег-
"мента (а. b]. Още повече, ако х, е произволна точка от сегмента

(16..0).. то peaniaTa от онези примитивни Ф.,(х) на функцните f(x),

конто удовлетворяват Условието Ф.(х)--(, е pasroMepuo сходяща

. в"сегмента |и, 6) и клони към онази примитивна Ф(х) na гранич-
fata функини Лх), която удовлетворява условието P(x,)—0.

.. Доказателство. 3a редицата от премитивни Ф,(х) на функ-
7 динте /.(х). конто удовлетворяват условието @ (xg)=0, ca изпъл-

нени всички условия на теорема 2.9. ToBa оспгурява равиомерната
сходимост на редицата (Ф.(х)) в [a, 6), при това нейната граничиа

"функция Ч4х) има производиа във всяка точка от (а, b, равиа на
траничната функция иа редицата {f(x)}. Теоремата е доказана.

Забележка към теорема 2.10
“ Ще подчертасм, че в условията на теорема 2.10 не изискваме
ограциченост. нито още повече нитегруемост на функциите /,(х)

в сегмента (а, b).

. Теоремите, доказани в тозн и предците параграфи, ΠΗ позва-

ARBAT да направим следния забележителен низвод: равиомерната

сходимост не извежда от класа на функиниите, конито нмат Граница

Β дадена точка (теорема 2.7), от класа K3 непрекъсиатите функ-

ΠΗ (следствие 2 от teopema 2.7), от класа на интегруемчте функ-

ΠΗῊ (теорема 2.8), от класа на функциинте, които имат примитивна
(теорема 2.10) и (B случай на равномерна сходимост на производ-
ните) от класа на дифереццируемите функцин (теорема 2.9).

͵ З. Интегрална сходимост. Ще понскаме всяка функция f,(x) or
функционалната peanua {f,(x)} н функцията Дх) да бъдат инте-

груеми в сегмента [a, ὁ].

Тогава (както следва от резултатите B 6 4, глава? 9, част 1)
Η функцията

[μ.}-- Да) = £23(x) = 27) . ) +/4(х)

също ще бъде интегрусма в сегмента (а,66).
Ще въведем фундаменталнаото понятне за интегрална сходи-

мост.

ОСпределение 1. Ще казваме, че функционалната редица
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(Л(х)) клони ицтегрално в сегмента ἰα, 6) към функцията Лх), акосъществува и е равна на нула границата

&

(2.48) Ия [ [ £~ fopdr.

Определение 2. Ще казваме, че Функиноналният ред

Σ иА(х) |
b=

е ннтегрално сходящ B сегмента la, 6), ако редицата or частичнитеMY суми клони интегрално към функцията S(x} (която ще наричамесума на реда).

Забележка. От определенщие 1 непосредствено следва, чеако функционалната редица клони интегрално към f(x) в сегмента[@, 5), то тази редпца клони интегрално към Лх) и във всеки сег-мент (с, d], който се съдържа в [a, 6).
Апалогична забележка е валидиа за интегралната ΟΧΟλήμουτца функипоналните редове. а
ЩЕ инаясним въпроса за връзката мМежду ННТЕГРЗЛНЗТН CXon-MOCT н равномерната CXOANMOCT на редици.Най-напред ще локажем, че ако редицата {7.(Χ}} клоци къмf(x) равномерно в сегмента [a, b), TO тази редица клони към Лх)и нитегрално в сегмента (а, b).

Фиксираме пропзволно ¢>0. Or равиомерната еходимогт на редицата {/,(x)} към Л) в coryгента (а, 5) следва, че за положител-«HOTO чиедо ᾳη ---- може25 Да се памери номер М(е) такъв, че o
валидно неравенството

(2.49) =1 1<y sty
за всички HOMEpA л, удовлетао
TOURH X от сегмента (а, 6).

Но тогава от теоре{πτΤῸ за определен иятеграл (ra. n. 2, § 4,глава 3, част |) следва, че

ряващи условието n=N(:), и всички

<

а

} 1) —f))2de T f ау ἑ :

38 всички пл = N(:). Това означава, че редицата { 7403) клони нн-тегрално към f(X) в сегмента [a, δ].
Cera ще се убедим, Че иитегралната сходимост в някакъв сег-

мент це влече след cefo СИ це само равномевна сходимост в тази
%
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. Ὸ н сходимост B поне една точка от посочения сегмент.“К ме
9 “ Да разгледзме редицата от съдържащи се в [0, 1| сегмеянти

Ε Iy -+ Тан е ееа ΚΟΉΤΟ HM3T следния вид:

“ У =001,

.Eh=[@}“=P'@

« + - « . * " 4 + . - - - . - - - . - Ф

f ) 1,-=[0.%]. /ааН:[;д. ἕ“]' Ν ’Ξ"Η-Ι:[Ι-ἕτι' 1]͵

Определяме п-тия член f,(x) па функцноналната редица ( /„(х)]

m CAeIHHA начнин:

1 на сегмента /,,
/,(х)-[ 0 B останалните точки на v, Ц.
Да се y6eaum, че редицата {f,(x)} клони към граничната функиия

у(д)-о ннтегрално в cermenta [0, . Наинстнина

! (.3-Л(х)|ах < f ах- дължината nagcerMenta /,, така че
а

:съществува границата

- “m}f [ f:0)—f(x)]*dx =0,
_U

Да се убедим Hakpas, че построената pelnlla не е сходяща

. ΒΉΤΟ B една точка на сегмента [0, 1).
| Наинстина каквато и точка v, от сегмента [0, 1] κ фикснирамс,

ще се намерят произволно големи номера л, както такива, за каито

сегментът /, съдържа точката Yo (33 тези номера 4( r.,)—-l} TaKa

# такива, за които сегмецтът /. не съдържа точка X, (3a такива

“вомера /,„(х,)-0). По такъв начин редицата {f,(x,)) съдържа без-

брой много членове, павни на единица, и безброй много членове,

равни 8 нула. Такава редица е разходяща. -

Оказва ce, че HUTETPANUATA сходимаст на една редица осигурява
възможност за почленно ннитегриране ua тази редица.

Теорема 2.11. Axo peanuara #/,(х)) клонн HuTErpanno към f(x)

B сегмента |(а, 6), та тази редица може да бъде почленно Иинтегри-

ἷ рана в сегмента [ἃ, #), τ. 8. τρπιιππ.εππ

! Не j f.()dre
e b SN а



Показателстпп Фнкшраме преизволно = >0, От интеграл. “
ната сходимост на (/ (х)) към f(X) в сегмента [a, 6) следва, че Ще
Се намери номер А( (2) таьъв, че

(2.50) 
f 10 —f) < 2

33 всизки n=N(e),

Kato запишем . 
A? ξ

очевидното неравенство 14 |2 B 15":»; + - ςвелничините

,
 ΎΝ

A=[f(x)—f(x)]. \/___"., Β. s
b-u

.

ще получним, че

(2.51) o) =) /а) -- Да)е 28 o2а 2(5-а) “От (2.51) иог теорията на ппреш:-леннн интеграл ще получим

f [}ι(1) -- ) | dx
От последиото перавецство и от (2.50) ще получим при всичкиΠῈ Nz)

LX) -(х)|ах +-

#
*

{||ι0)-- аке + 5 е.
2

(2.52)

Тъй като

; ! f...(-f)dx-- j )'(‘-"f)wfl"x‘jl } f [fa(x)—f{x)]dx [ f | fal )= fx) | dx,
T0 от (2.52) ще получим

# а

} S Мх- [ fooar |«
33 всички n>=N(:).

Teopemata e Доказана.

“ Tona перавенство e CKBHBATCHTIIO на неравепството {{4.}-- 8у:0.
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§ 5. Равностепенна непрекъснатост
на редица ot функции

Та- предположим, че всяка от функицинте f(x) от една Ффункцио-

алка редипа {{{ΧῈ} e дефиянирана в някаква гъсто в себе CH MHO-

жество (х) от пространство #Е”,

ΙΒα Onpeaeneune. Ще казваме, че редицата {/f,(x)} e равностепенно

епрекъс ната в множеството (х), ако 38 всяко ¢>0 може да се на-
к е

С мери #2>0 такова, че неравенството
{{2.:53) . XN =F X"y <z
Bl |

!';«:’#: ‘@ изпълнено 23 всиякн номера n и всички точки х” Η ” or Mio-
ожеството (х), които са свързаци с условинето р(х”, х”)<#.

Се Or това определение е очевидно, че ако цялата редица е. рав-

"чостепенно непрекъсната в множеството (А), то и всяка нейпа под-
„редица с рапностепенно непрекъсната в TOUA множество.

S0 38 простота на изложението ще разглеждаме редицата (/,(х))

„ Ὅτ функцин на една променлина X, равностепенно пепрекъсната в

„ ‘cermenta [a, b]. По определение 33 всяко : >0 ще се памери #70
. ἨΒΒΌΒΗ, че неравенства (2.53) е изпълнено 33 всички помера л и

ἜΘΗΜΕΗ точки х и ” от сегмента [¢,b], които ca свързани к усло-

-внето | X —x" | <3
, Ще докажем следното тиърдение, което може да се разглежда

” сжато функцнонален аналог на теоремата на Болцано. Вайерщрас,

Теорема 2.12 (теорема на Арцела)
Ако функиноналната редица {{.{Χ}} e равностепенио непрекък-

“BATA н равномерно ограничена в сегмента [a, ὁ], To от тази редица

:може Да се избере подредица, равномерно сходяща в сегмента [α, ὁ}.

. Доказателство. Да разглеламе в сегмента [a, 6) caeluara

. жпециална редица от точки {X. ]I 38 X, ще вземем тази точка, която

Дели сегмента (а, 5) на две pasHM чаести, 38 Xy и Χὰ ще вземем тези
Аве точки, KONTO заелно с X, делят сегмента (а, #) на четнри равни
части, за x,, Xy, Xy Ἡ Χγ ще вземем тези четнри точки, конто заедно

€ Xy, ἃς й х, делят сегмента (а, 6) на 8 равни частни (гл. рис. 2.3)...
Така построената реднца има следното свойствао: за всяко 57>0 може

Да се намери ΠΌΜΕΡ пу Takby, че във всеки принадлежащ на [a, 4)

сегмент с дължина # Лежи поне едии от елементяте Xy, Ха . . . , X%,

. Cera пристъпнваме към избора на редица (/(х)) na равпомерио

Ссходяща в (а, 5) подредица. Най-напред Да разгледаме редицата

{/f.(x))}. Тя е ограннчена и на оспование na теоремата na Болцано--
Вайерщрас (ч. 1, гл. 3, § 4) можем ла изберем сходяща подредица

| Щ. 38 редица, ковто нма Такова CBOACTDO, казаат, че тя € гъста в сегмепта
п! -
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Фиг. 2. 3

fll(xl)t Ащ 629 I . ]1„(.1:,). .o
По-нататък разглеждаме числовата редица

сходяща подредица

Ла(ха), Лебх2), <. а(ха), ..
Така функционалната редица

(2.54) Jar(x), Ο „ % £ NN
е сходяща н B точка Xy, п B точка χ.

По-инататък разглеждаме функцноналната редица (2.54) в точьаXy и избираме от нея сходяща подреднца

/„(х„), faa‘(l':g). Ν .Д,.(хд), Ν
С ацалогични разгъждения ще получим безброй много под-редици;

Ли(х), fra(x), Ла(х), . . ζι.(.),....
ffil(-‘-’)- /„(х). ]д(х). ‘s wfzu(x). '
Ли(«), м(х), Μ ,... v o) ..

"

-

μξ ), Лаа(х), Л4(х), .. , Х() οο

при това подредицата, стояща в л-тия реД, е сходяща във всякгOT точките Xy, Хае а x,.

Да разгледаме cera така наргчената «диагоналназ подреднца

Ju(x), Ла(х), Ла(Х), .. ., San(),
Ще докажем, че тази подредица е равномерна сходяща в сег-мента [a, δ].

За краткост на записа по-долу ще означаваме тази днагоналнаподредица (както и изходната редица) със символа

0 falx), Л() R Jalx) .
T.C. вместо удаз2ния инцек: ще пишем единичен. Фиксираме пронз-BOIHO : 0, |

π & в



га

гоналната редица е равностепенно непрекъсната

нта [α, 6), то за QIKCHPAHOTO ¢>0 ще се намери 3>0 та-

це 33 ΒΟΘΚΗ две точки X Η X, OT сегмента (а, b], свързани с
енството |х--Ха |<5, е вярно неравенството

Lé, всички номера 7. Забелязвайки това, делим сегмента (а, b] на
ἐ Ὴ брой отсечки с дължина, по-малка от ὃ. От реднцата
**“*[“»*Ъ ще изберем по първя членове Yy, X3, - . ., Χ, Така, че във всяка

b се съзържа поне една OT точките Xy,-

. ὐ споменатните отсечки да

;пд? ееа I‘.‘

Очевидно e, че диагоналната реднца € сходяща BLB в
сяка 0Τ

“лдчките Хр Хае Ха Затова за фиксираното по-горе >0 ще се

намерк номер N такъв, 
че

flfifi) Ul a4 F(xm) _f n(xn) Ι < ;'!
ча всички ΠῈ N, всички естествени р и ΒΟΉΜΚΗ m=1,2, ...

,

“ Нека cera х e произволна точка 0Τ ссгмента (а, b]. Тази точка

обезателно лежи в една OT сиоменатнте по-горе отсечки
 с дължина,

по-малка от 3. Затова за ΤΑἹΗ точка ¢ ще се намери поне една

тачка X, (M е един от номерата, равни на 1,2,..., 
ло), която да

удовлетворява условието |х-ха|<8
.

Поради това. че модулъг ог сумата N3 три 
веллчици не иад-

мннава сумата на техниге модудни, мзжем д
а напишем

| 1 fas μ(Ι)“'ΜΙ} L:.“..":{fa ερξ ) τ ка(ха) | Е
(2.57)

+ !.ГЛт“-Р(хщ) '"fa(xm) ξ + Е /„(.Чд) -“/д(х) !..

Вторият член в дясната HICT Η (2.57) ще оценцим с помощта

на перазен:тво (2.50), а за оцоанката на пълвия и тратия член в

дясната част ще вземем под внимачие, че | х--хА |<5, н 185 приве

Лечем неравечгтао (2.55), когто е изчълагно 33 ΒΙΒΚῊ иозмер л (a
значи и за всяко Ν ἘΡ).

Окончателно ще получам, ч2е 33 праизволно Е > ще се намеря

номер N такъв, че

lffli'P(x)'—fn(x) <

33 всичкн n=N, втички естествени р и всяка точка х OT [a, b].
Равиомерната сходямогт на Дчаголалнага редица е доказана,

Теорема 2.12 е доказана.

Забележка |. В теаргмата на Арцела вместа равиомерната

ограниченост на редицага (/(х)) в кегмеята [a, 8| е до:татъчно да

се понска огозниченост на тази ргаипа ΠΌΗΒ B една точка 
на TO3



вярно с следиото твърдение: ако резицат{/:x)} е равностепенно непрекъсната в сегмента (а, #) и е ОГрщ„,ачена поне в една точка Χ OT TO3H сегмен 
'

7. ΤΌ тази peanua е рав-номерно ограничена в сегмента [a, 6). 33 док азателството ца таватвърдение ще отбележим, че по определението на равностепецнанепрекъснатост за == | ше - 

Та
се памери 8750 такова, че ὈΟΤ ΟΗ ΣΤΑ

на всяка Ффункция f,(x) в произволен сегмент с дължина, неὰ χ.
мннаваща ¢, не надминава чиелотоО e= |. Тъй като целият сегмент[a, b] може да се покрие с краен брой n, сегменти с ДЪлЛжиНа, но.
надминаваща 35, ΤΌ колебанието па псяка функция /(х) в Пелаясегмент (а, 6) не надминава числото Па. Но тогава от неравенството|/4(х)!<< А, изразяващо ограничеността на редицата ( ( в точкаХе следва неравенството |/ (х)|- A +Пу KOCTO е изпълнено за Всикаточка « от сегмента [a, b и наразява равномерната ограничене - 1на разглежданата редица в тозн сегмент.

Забележка 2 Ще установим
прекъс натост: ако педицата (/(х))
в сегмента (а, 6) фуцкцип и 5ΚῸ
с равномерно ограничена п тозн CCTMEHT, то редицата ( L) е ран-постепенио непрекъсната в сегмента [a, ).

За Даказателство Да вземем в ссгмента (а, #) две произнолниΤΟΙΚῊ A" и Х” и да напишем за функпията /(х) в сегмента ()формулата на Лагранж (гл. част 1, глава б, + 3).Съглас на теоремата па Лагранж в сегмента [V ”) ще се на-мери точка Е такава, че

(2.58) )= L) | РИВ) ] ае
Тъй като редиката от пронзводните
чена в сегмента [a, b, то ще се
за всички ΗΟΜΕΡΗ п да ¢ инзи

признак за равностепеина но.
се състесй от Дф ерсевит руеми

редицата от производните (. ()

{fa'(x)} е равпомерна ограни-
цамери копетанта A такава, че

Ъълнено неравенетвото

(2.59) 6)1 .
Като поставим (2.59) в (2.58), ще получим
(2.60) | S =[] < А аА |,

Фиксираме пронзволно e2>0. Тогава, ака вземем 3—
ваме (2.60), ще получим, че 33 всички помера п н за всички ”х" от [a, b], конто са свързаци с условието |4”- ! |«<8, ще бълевярно непавенството

< W M3n0n3Yy-1 п 13103y

Ha редицата {{ {Χ}} e доказана.
Като пример ще разгледаме peanuara { ΞἸΜ . Тази редица
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!! - I__ - Ν 7 -  ̓ " й  ̓

W . - непрекъгнага въз вгеки сегменг (а, δ], защото във
та ' oo 7 [a, b] редицата от пронзводните (со5 пх) е равномерно

iy W s . 3 Понятнето равностепенна непрекъснатост може
5 чш ве ge по Отномение на редница ΟΥ функции, а по OTHO

- ¥ DU | ” MHJEK2CTRO от функции.

+
т " § 6. Степенни редове

.

Е

й е Π Област на сходимост. Степенен ред ще наричаме
А Е ς ред от вада

iy

Σ а -а, а ак +е
Пе)

@y, йз....., Ay, ... €3 погтаянни реални числа, наречени

на реда (2.61).

“ изясним как е устроена областта на сходимост 8 произ-

- рез.

Пл че всеки степенен ред e сходящ в точката х =0,
ΠΡῊ това съществуват степениин редове. които ἐ сходящи само

те ищ

точка (например редът Σ п!х”).
Я «« 1

С помащта на коефцнентиате a, на ргда (2.61) съгтавяме след-

Р редица:

{ἷἜ} (1-1,2,...).
Възможни са 188 случая: 1) ргдицата (2.62) е неограцичена;

peanuara (2.62) е ограничена.

В случай ?) редицата (2.62) нма крайна ropua точка ua сгъ-

яваце (лимес супериор) (ra. п. 1,83, глава 3, част |), коята ние

“ озиачим с L. Ще подчеотасм, че погочената Горна точка на

й сигурно е пеотрицателна (защъто всички елементи на

дицата (2.62) ca неотрицателни, а следователно и всяка точка на

. Μμᾷ тази редица е цеотрацателна).

Достигаме до 1138013, че ¢a възможни три случЧая: [) редицата

е неограничена; 11) редицата (2.62) е ограниячена и има крайна

точка Η ὑγβόταβαμο L>0: Π p2aumara (2.62) e ограничена

горна точка на crhetAsape (.-0.

. докажем следнота забглежатглно твърдение.

Теорема 2.13 (теорема на Коши--Адамар)

ИС АИ Σ а Pl e ! —e не
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 ́ ́ ' .ΞΙ 1. Ако i:remrua'ra( 62

1
1

. )е несгран+чена, 10 степенни
: 

е сходяш само при x =0,Ν 
П. Ако pearuarg (2.62) е оггангчена Н Рма

РИ сгъстяване L>0,I то редът (2.61) е < Сселютнко сходящ 4 онезн 4y

(2.62) e огранечена
€ paBua на ну

1 значения на χ.
оОказателство'HI'I'L'} 

I. Нека редицата (2.62) е неограничена.
БАК 

дипата
| W

и нейната roрна точка13, то редът (2.61) е абсо

{ | 

ἜΟΤΗΟ ¢ xp).

. | ДЯЩ 33 всичкиу1е |

П

ф 

11 У 9, ψ ὴ

тази реду.па ще FMa членове Ν, УДППЛЕТНОРПВНЩН перавенството
я

χ!'}α,,-ἷ.τΐ{ςὶ Π |0 | .Γι{...ι

, Че за реда (2.61) (при х-0) се 24 сходимост (гл. п, 2, §1
| (2.61) ¢ разходящ при х--0.!

Е ΧΟΛΉΜΟΤΟ условиI

' П. Hexa peannaya]~f|

Г

нарушекно пеоб.
, ГЛава 1), т.е, редът

см, че редът (2.61)1 
1

щ при |х|< £ " разходящ при [х,*,*;-»д-т
" 

а) Фиксираме отначало произволно x,
#

венството |к |< -ἑ- .

¢ abcomorno CXONy

}:',EIOBJI{"TBUPHBEIHLO пера-

1
Тогава ще се памери 8 0 такова, че ἰχ }П 

От спойствата L+:ка горната точка па сгъстяване следва, че всички

Ϊ 

fl- «ае" 
елементи на ΤΊα, || . като започнем ΟἹ някакъв номер п, удовлетнво-
PABAT неравенството

п

ре Е
K

! Mo такъв Hayry стI, посочения HOMED п нататък ¢ вярно неравен-

CTBOTO

Ι 
п 

” 
мἐ Τ Ὶ Wt Ο

" 
ааа а1 . R 3

|
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. peasT (2.61) е абсолютно сходящ по признака на Коши (гл. п. 3,

Ὦ глава 1).
_ ὧ Сега фникс ираме пронзволно X, удовлетворяващо непавенство-

. I
πο ὰ A

$'L‘i‘gmfla ще се намери £>0 такова,. че {x,}h- "По опреде-
зуението на горната точка на сгъстяване имаме, че от редипата (2.62)

Г Tyа . : .

ιξᾷρ да се избере nnnpemma{ ¥ “flp} (k=1, 2,...). клоняща
към L.

, ἢο това означава, че OT някакъв номер Х нататък e BHPHO не-
Ὶ

-

£ “b
< [и„* « . +-е.

г

%Bg такъв начин OT посочения помер & MATATLK е изпълнено нера
“Вейството
Ре

. /

Τ. €. нарушена е необходнмото условие 33 сходимост на реда (2.61)
ἽἭΤΟΒΗ ред е разходящ.

. Ш. Нека peanuara (2.62) € ограничена и нейната ropHa точка
'Ffl сгъстяване e L—0. Ще локажем, че редът (2.61) е абсолютно
„еХодящ при всяко X.

Фиксираме произволно х--0 (при x=0 редът (2.61) е абсолютно
„еходящ). T. k. горната точка на сгъстяване L е равна на нула н
федицата (2.62) не може Δ3 има отрицатедни точки па сгъстяване,„ТО числото L—0 е единствена точка на сгъстяване, а слелователно
.Я гранипа на тази редица. т.е. редицата (2.62) е безкрайно малка.

1.. Ho тогава за положителното число 57— Ще се намери номер,
Започвайки от κοῆτο

? ]

! Vi < ς τ
!

'

i

Значи от посочевгия номер нататък
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] : |

Vo= } - <

T. е. редът (2.61) e абсолютно сходящ 10 признака на Кошн (гл. . ὮΝ
§ 2, глава 1). Теорсмата е доказана.

Доказацата теорема води непосредствено до следното Фунлд.
ме нтално твърдение.

Теорема 2.14. За всеки степенен pea (2.61) съществува пе:от.
руц ателно чнело # (което може да бъде оо)такава, че този рел с
абсолютно сходящ при |х|<#8 н разходящ при | x|>R.

Това чиело К се парича радиус на сходимост на разглежаан 5
степенен ред, а ннтервалът (— R, Р) се нарича пинтервал na г .

димост. Радиусът на с ходимост се пресмята по формулата

(2.63) κ--.
εἰ Ι

Пеу a,

я

(в случай на Ит . |(а, | =0 имаме Й-. o).
Забеле жка |. В кранщата на ннтервала на сходимост, T е

в точките XYoo —R и XY= R, степенинят ред може Да бъде какт.
сходящ, така н разходищ”.

( εἰ

Тъй като за реда Η..Σ A" радиусът на сходимогт R е равет
и1

иа сденица, то иннтервалът на сходимост има вида (—1, 1) и τοῦν

ред е разходищ в кранщата на погочения интервал.
LA

I"

38 реда Σ .9 интервалът па еходимост е същият (—1, 1), нл
.. |

тозн ред е сходящ в Двата края на посочения интервал,

Забележка 2. Bewuki резултати от настоящия пункт с2
валидни 33 реда (2.61), в който пеалцата промеплива х е заместена
с комплекспата променлива 2 и коефициентите @, са произволни

комилексни чиеда.

За такъв ред се устаповява същсествуването на положително
чиело # такова, че редът е абголютцо сходящ при |2|< # и pasxo-
дяЩ при |2 >R.

За пресмятане на # е палчдна формулз (2.63). Числото” сс

“ Ще отбележим следната теорема на Авел: ако степениннят рел (2.01) с
сходяЯЩ ΠΡῊ х--Я, то HeroBata сума S{(x) € непрекъсната я точката R отлякво.
Без сграничения на общпастта може да ге смята, че Й-|, на B такъв вид
теоремата на Лбел (фактически устаповяваща регулярността на метола за су
миране па Поасоп--Абел) е доназана 3 п, 2, § 7, глава |,
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нарича радиус на сходимост, а областта |2|<<R — кръг на cXo-
МТ на посочвения ред.

τ Ν 2. Непрекъснатост на сумата на степенен ред. Нека crenenHust

pea (2.61) има радиус на сходимост R>0.
Ὴ ΖΕ. ” Лема 2. Ако положнтелното числа г удозлетворява условието

| ‘r<R, то редът (2.61) е равномерно сходящ в сегмента [—r,r), т.е.
еа при |Х |<г.

. Доказателство. От теорема 2.14 следва, че релът (2.61) е

абсолютно сходящ при X—=r, Т.е. с«ходящ е редът

" ΓΤ
пя |

Ho последният числов ред мажорира реда (2.61) при всички х от
сегмента |--г, ,). По признака на Вайерщрас редът (2,61) е рав-
нсмерно сходящ в сегмента | r, r]. Лемага е доказана.

Следствие, В условията na лема 2 сумата на реда (2.61) е непре-
“ късната функиция в cerventa [—r, ] (10 теорема 2.7),

ey Teopema 2.15. Сумата на степсиния ред е непрекъсната функ-
ΠΗ във всички вътрешин точки от неговия интервал на еходимост.

Доказателство. Hexa S(v) е сумата Ha степениня ред (2.61),
аК - неговият paanye на сходимост. Фиксираме проинзволно х OT
вътрешността на интернала на сходимост, г.е. такова, че |х|< .

тояи , Винаги ще «е намери число г такова, че | x| <r<R. Съгласно след-
ць CTBHETO от лема 2 функцията S(X) е непрекъсната в сегмента |—r, r].
ἱ Следователно S(v) е непрекъ:ната и в точката Χ. Теоремата е до-

Wi казана.

ἈῈ i-" .

3. Почленно ннитегриране M почленно диференциране на степе-
Т са нен ред

гена Теорема 2.16. Ако R>0 е радиусът 8 сходимост на степенния
ὙΠῈ ред (2.61). а х удовлетворява νοπόβηστο |х|<Й. то редът (2.61)

може да бъде иитегриран почленно в сегмента [0, х). Полученият
в резултат ца почлениота интегриране pel има същия раднус на

22 сходимост R, както н изходният ред.

| Доказателство. 3a авсяко X, удДовлетворяващо YCJAOBHETO
5 |x|<R, ще се намери г такова, че |x|<r<R. Съгласно Лема 2 ре-

| дът (2.61) е равномерно cxoism B cerseuta [0, x], а значи и B cer-
Ἱ;ξῃ'“ мента [0,.Χ]. Ho тогава ΟΤ теорема 2.8 следва, че този ред може
aua да Пъде интегриран почленно B сегмента [0, х|.
+ су В резултат на почленното интегриране ще се получи степен-

ният Π61

ПяΞ МятематТтически 382303, П 207
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τ

а. Qg а -1П„.1+ ‘I,t* “Ι' LI | "r-—-r—— ,ἵπ-{ι-.ιι.
ὧ» 

&

раднусът па CXOTUMOUT на който съгласно теорема 224 с peltiing- ..ната стойност на горната точка Ha сгъстяьане на редицата

(2.64) А- Л*-Ъь

V- = π“
Уя

Тъй като горната точка на с гъстяваце на редицате (2.64) е същат.като тази на редицата (2.62)*, 10 тепремата е доказана.Теорема 2.17. Creneвинят ред (2.61) може да бъле дъферен.:..рая поячлецио във всяка нътрешна точка от пеговни иатервал нсходимост. Редът. получецн пе зочленното диференцнранцие, има ooщия радихе на еходимост А какъвто и изходнияг ред.Доказателстно, Достатъчно с (съгласно теорема 2.9лема 2) ла се дакаже сама второто твърденге Π теоремчта.В резултат на почлециото диференциране na (2.61) ще πθσνα " -'pela

i

чийто pamnyc на еходчмост R съглагио теорема 2.14 е рейппроченна горната точка ца сгъстяване нл педицата

(2.65) ! ψ{Ὲ ) ааа ; }
Тъй като редицата (2.65) има същата TOPHA точка на сгъстявак::като (2.62)““, 10 теоремата e дрказана.

Следстане, Степениият реД може да бъде диференцпран pu-

„ Ν. 

| 

а!

“ Защото lim Ул =1, |im ,“an_,”’ - Н У ал --=323 #Е ес ] e 2
4

“ Г*Ъ! — .u_

чак 
ере

" шя Ш1
'+ Защото lim ./:1-1-: =0, Пщ ψ ἐ { Н g, —

еч PR T | 
къ

Ν Ν ΒΝ Ejl Е
- lim Ту | С } = τ ι,ν'μ,.,ξ.

ἐ ς -
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е
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- - εἰ

ἬΠΕΡΗΟ ΒῈΞ вътрешиостта ца ингеовала на ὈΧΟΜΉΜΟΣΤ произволгн

S PeAwT. по.сзучен ΠΡῊ л-хоатното поцчленна диференциране nag

.Ὦ -зкодния ред има същия радиус на сходимост, както изходинат пед.

!

S 7. Разлагане на функции
в степенни редове

Τ „Разлагане на функиня в степекен ред
; Определенне. Ще казваме, oo функцията Дх) може да бъле
хгразложена г степенен ред в интероала (—R. R) (8 миожеството {x}),

"същестаува схолищ в посоченни читереал (посаченото ΜΠ0.
х а) степенен pel, чиято сума е Дх).
“ В снла са следиите таърдения.
4, 1% Ако едил фунаиия х) се разлага с етепейен ред ч интер-;ἅὲι (—R, +R), τὸ тя има в този ннтервал производни от произ-
Золен пед“.
я . Найстина вът)зс: в интераала на сходимост, койта съдържа ин-
"тервала (- R, τ ΝΊ, степенният ред може Ди бъде дифепенциран
Ючденна произволен брой пъти, като получеците при тава редове

€8 сходящи въб вътрешността на същия интервал ча сходимост
теорема 2.17).
„ Ho тогаца сумите на редоксте, получени чрез пройзволец брой

ΞΡΒ
«ареренитпрания по теорема 2.15, са пепрекъснати функции в ин-i" ana (—R, +R). _
' 2% Ако функцията Да) може да бъле разложена в интервала
—R.R) в степенен ред, Τ това може 43 стаце само 1O един начин.
1 Найстина нека функиията f(x) ce разлага в иитервала (—R.+R)15 Сстепенен рел (2.61).

. Като диференинраме посочения ред почленио п пъти (коетоL3¢ сигурност може Да се manpapn вътре в интервал (--А, - В)),Ще получт

КО

«“

¥

JoxX)=a,.nl+a._, (a+1)r+...

Оттук при х-0 ще нпамерим

. “ Ще отбележим, че CLUleCTBYRAT фупкцин, койта имат в дадек интерналЖНепрекъспати производни OT произвоЛен ред, на це могат 18 бъдат разложени-B Този интераалд в степенен ред. Такава функцин e папример
"

ς ἴ

ааа 4 € τ' 88Ὲ χ 0,70 { 0 при х-й.
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Μ 0)=a,.n!

ἩΠῊ

(2.66) a = L7 ς

Taka коефициентите Ha степенния ред (2.61), B който може 13
бъде разложена f(x), се определят еднозначно 10 формула (Е-ББ)„

Да предположим сега, че функцията Дх) има в иптерезда
(—R. + R) непрекъс нати производин от произволен ред.

Определение 2. Степенният ред (2.61), коефициентите на който
се определят но формула (2.66), се нарича ред па Тейлор за ф ;.
цията f(x).

Твърденне 20 μῃ ноди 40 следното твърденние.
3% Ако функция Дх) може да бъдс разложена в интервала

(=R, +К) в степенен редД, ΤΌ този ред съвпада с педа на Тейло
за функцията f(x).

В заключецие ще формулираме следното твърдение, което с лелва
непосредствено от § 8, глава 6, част |.

4°. За да може функцията f(x) да бъде разложена я ред па
Тейлор п интервала (=R, Ἐ ) (8 множеството {x}), e инеобходиме;
и достатъчно астатъчинит член във формулата на Маклорен 13
тази функция да ΚΠΌΝΗ към пула в посочения интервал (посоче-
ното множество),.
o

2. Разлагане на някон елементарни функции в ред на Тейлор.
В част | (п. 2, § 9, глава, 6) ¢ доказано, че остатъчните членоне
във формулата па Маклорен за функцните e, cosx и sinx клонят
къманула на цялата безкрайна права, а остатъчният член във фор-
му лата на Маклорен за функцията {Π{- ΧἹ клони към нула B пе
лусегмента «|« х + 1.

Като използуваме твърдение 49 or предния пункт, получавам:
слединте разлагания:
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I

¥- и) - ща-- 1(«--2) ... (x—n+ D1+
Ж

Yggrosa формулата на Маклорен с остатъчен член във формата на

"Кошя нма вида (гл. част I, глава 6, 5 8)

ф -

(867 Υ̓́Π Σ  ̓“"'" ̓"ἷξ',““"”“ ̓“ ̓ἶ X4 Ва +)
? Д|)

(1 -8y
Ι | В Щ) == ХРН (8x) =

- ( - 0 Ν
1 . - τ Х α(α--- 1(а-2).. . (α --π) 1 -Ἐθχ)" =

:}1&'68) Ι я 1«-- 2) ( !.. Ν - й («--1(«-2)...(«-21) а) а

- О - Ξ T BT 0 η
Г

(5 — някакво число ot иннтервала 0<9<|).

“ Най-напред ще се убедим в това, че при x>0 навсякъде в ин-

ервала -1<х<! остатъчният член #.+(х) клони към нула (при
со).

1-6 АН
Hauc-ru на всичкичлекнкове на [)СДНЦЗТЗ {(Τ-ῖ-'ᾗζἷ)} навсякъде в поса-

. - Y2=2)...(x—n

Чения интервал не HAIMHNABAT единяца; редицата e :11 ! 1}
e ограничена, а числото 2(1=6x)*"' е ограничено при всяко фик-

Есирано z>0 и при всико х от интервала -1<+Х<1; и най-после

редицата (х7+1) е безкрайно малка 33 произволно х от нитервала

-11«< <.

Следователно от (2.67) слЛедва, че при «7>0 навсякъде в ин-

Ттервала --ἰ χ 6 валидно разлагането

ol

Е“ | а(а- | Ма- Зу . (а-#-1)
(2.69) ( - ὐ =1+ : x*,

k=1



-СРГЦ ще докажем, че при - Ппедът. естанщц 5 ιἶᾗΞἨ;Π“:: ες(2.69). с гавномерно сходящ B зятворения сегмецт —loiy ι Π͵гов ата сума e (14 +)“.

Навеяхъле п погочения 8Ὲ
НИя числов пед:

(2.70) ЖТ ς κ ια

От признака на Вайерщрас следва, че за установиванепомерпата в сегмента .: I:gx:_—; - | ΦΧΟΔΉΗΜΌΟΘΤ Η роеда, «Тояната част па (2.69), е достатъчна да се докаже сходимосжориращия ред (2,70).

а означим Й-тня членц на
за вснчки лостатъчно големи Й

42 пан.

Ц Н че.

ТТЯ 2а ма.

рела (2,70) със симподла
ще получнм

(2.71) 

Ὶ _ fes 
142

Ра Т огаза

От формула (2.71) следва, че

nmk(x---f"t-'r')
k- a0 My

Т.е. редът (2.70) е есходящ no ий
С това € доказано, че

на (2.69), е равномерцо схо

. k.:'(Ι-τ :Z) Ил L_"*,'l—?-]*i"’l}l.Кещ “

ризнака на Раабе (raang |, 562 п.5).при ὐ редът, СТОЯЩ U одиената ка гДящ и сегмента — | ξ Χ , Оестана 1Δ
се покаже, че сумата на посочения ред в сегмента =l н|съвпада с функиията (] +)“,

От казаното по-горе сумата на посочения ред 5(х) п офуик-цията (l+x)* cuenagar навсякъде в интервала — <<k 1. ОсясаToBa двете функции 5(х) и (I14-x)* са пцепрекъснати в сегмента
- 15л } (сумата 5(х) като сУма на равиомерно сходящ ред отнепрекъснати функции: непрекъс патостта на Функцията ( I-i-.r)"npw
20 е очевидна),

Ho тсгава значенията Ha функциите 6(х) и (1+х)“ B точкитеΧΞ | Н х | съвпадат, т.е, сумата на реда, стаящ в дясната чагна (2.69), e (1+x)* в затворения сегмент.

3. Елементарни понятия за функциин на комплехсна променлива.По-горе вече бе отбелязано, че a;, е за степенен ред OTHOCHO комплексна
променлива 2
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теорсми (2.13) и (2.14) (32 съществуването и големи-

9

3¢y μ радиуса Ha сходемсст). Редове OT TO3H тип се използуват

"ας Π οο се е Ффункини на комплексната променлива 2.

ие 2. COSZ M SINZ ὰ комплексната променлива Ζ се
ὐ κ 7е RBTO суми на следните редове:

2. :.fl' -

ΕΞ

Р

| (— 1)1z

Ж | ] | ‘:‘:'52’]'*'2 (2ny ]
:г:а:- Пз!

ае й е и сме

| жЕ SMz=2, gy ”
2ла : n-0

ο се проверява, че посочените TPH реда ca абсолютно сходящи
. 3H@NCHIUH на 2 (техният радиус на сходимост е Καὶ τ са).
T . ще установим връзка между функциите е“, со5г Н sinz.

! o заместим във формула (2.72) Σ с (2, ще получим

ж. с« ἐ φὶ ἃ =15

! ef=l+rt В gty 51
1 2 χ , =3, =0

" ] . Като съпоставим дясната wact на раненство (2.75) с разлага-
т .е (2.73) н (2.74), стигаме до следната забележнителна формула:
- 

Ν 

е” ἙΟΒΙΖΣ Ἔ ἐ sinz.

Формула (2.76) играе фундаментална роля в теорията на фуик-
μ комплексна променлива и се нарича формула на Ойлер,

 ̓ Като положим във формулата на Ойлер променливата 2, равна
| се πὸὶ на реалното чиело X, а след това ца реалнота ψΗ Ὸ ; ὰ

получим следните две формули:

НЕ I р —cosx41siny, g _cosx—1{ sinx.
b

| Ἂ . i извадим тези две формули, ще получим формулн,

" Ν τ cosx Π 5 χ чрез показателната функция
| | |

' χ =i
¥ е

ms.»:——---—';"- ι.

Ν (2.77) | ае
Ε | Ξ1Π ἃ 5Ξ ---... П

Накрая ще се спрем на ппределението на логаритминеаната функ-

ия 12-- η Σ μᾶ комплексната промечнлива I. Тази функция естесте
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вено се определя като функция, обратна на показателната, τὸςот съотношението 2--е“. Полагаме W=U+il, Z=Xx4iy и ¢y поста.вяме за цел да изразим и н v чрез 2- y+ гу.
От съотношеннето

ехуе - е“ (cos v+ sin о)

ще получим, като използуваме понятията модул и аргумент Накомплексното uncao,

[2] = Иу — e, argz—op -2xk,
където

k=0, +1, 4-2....

Or последните равенства намираме, че

и - | 2|-- и + у7,

V=argz+2nk (k-0,4.1,+2,...)

нли окончателно 
А

(2.78) Еп:-..п][г[+4”(агдг+2пд). където k—0,41. +92, .
Фармула (2.78) показва, че логаритмичната Ффункция в ком.

плексната равнина не е еднозначна: нейната имагинерна част заCAHO н също значение на г има безброй много значения, отговаря-
щи на различии #-0,4+1,42,...

Лесно се вижда, че аналогична ситуация ще имаме
определянето даже н реалната област на обратните
рични функиции.

. #

и при

тригономет-

4. Равномерно апроксимиране на непрекъсната функция с много-члени (теорема на Вайерщрас). В този пункт ще докажем фунда-ментална теорема, принадлежаща на Вайерщрас и установена отнего в 1895 г.

Теорема 2.18 (теорема на Вайерщрас). Ако функиията Дуе
непрекъсната в сегмента [a, b, To съществуна реднца от MHOro-члени ТР.(х)), равномерно п сегмента [a, 6) клоняща към ДЛх), т. е.28 ΒΟΉΚΟ в7>0 ще се намери многочлец Р(х) такъв, че

ГР.()--Дх) | <е
сдновременио за нсички х от сегмента [g, 5).

С други Думи, непрекъсиата п сегмента (а. #| функиия Дх)може PADHOMEDHO B ΤΌΒΗ сегменвт да Се impommmpa с многачденс отнапред зададена TOUHOCT е.
Доказателство. Без да ограничаваме общността, можем



сегмента (а, 6) да разглежламе сегмента 10,”. Освен това

¢ 18 докажем теоремата 38 непрекъсната функция Дх),
става нула в кранщата Ha сегмента [0.1]. т.е. удовлетво рява

д0)--0 κ ДИ--0. HancTuna. ако ὰ не удовлетворява

ч условия, като положим

g(x) = fix) - fA0)—x[f(1)- ЛО0)).

м получим непрекъсната в сегмента [0.1] функция д(х), yrosjer-
яваша ус ловнията g(0)—=0 и #(1)-0, н от възможността 38 пред-

вяне на g(x) като граница на равномерио сходяща редица ot

Ν Ξ ще следва, че н Дх) с Граница на равиомерно сходяща

с от многочлени (защотоа разлнката f(x)-- g{x) е многочлен

ο първа степен),

| Й така нека функиията f(x) ¢ пепрекъсната B сегмента (0, 1
„ удовлетворява условията f(0)==0. f(1)=0. Такава функция 

можем

продължим в иялата безкрайна права, като я положим равна

: нула извън границете на сегмента [0.1], н можем да твърдим,

| така продължената функция е PABHOMEPHO непрекъсната в ця-

ι | Права.

Да разгледаме следната конкретна редина ὉΤ неотрипателни

” от степен 2n:

ἔν
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-

i
!

͵ .79) Q.(x)=c (1-- «) (n=1,2,...)

Ν всекин ΟΤ конто константата ¢, ¢ избрана така, че е изпълнено

” звенството
:

it

" Ιὢπ(::)ὠ'- Ι.
4

Без да прес мятаме точното значение на константата €, 
Ще я

.. отгоре.

За целта ще птбележим, че 32 всекини номер n=1,2,... 4 33
х ot cersenTa [0,1] e psipuo неравенството””

м а ТИ
i

l Като приложим неравенство (2.81) и вземем под Рнимание, 
че

{

1
<1 при веяко по-, ще имаме

« Tofi ката единият ΟἹ ΤΕΛῊ сегменти се среобразуна B др
угая nocpelcts

ἰ 'ἜΟΜ динейната смяна ке #«а) .

: #« Това неравенство ΠΘά ΟἹ ΤΟΞΆ,

~{1—rx%) ¢ нсотрицателна назсякъде B сетмен

v става вула ΠΡΗ x -0 и ΗΜ8 назсякъде В ΠΌΡΘΝ

“ язводна 4 )ῦ пя П1 Ч.

че ΠΡῊ л . Гфункцията Е χὮ -
та D==r=1, защото тази функция

ΒΕΗΠ сеегмепт неотрицателна про
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,41 1 
N

J Q=wyar=2 [(] -хиахтео [ а-х ак
=1 D 

0
]:ъчь л-..

> 39 o | ξ ς

Φ сЕ 
i 

- - ι - — κ

(2.82) =2 : (1- nx*)dx Ἀ ὰ χ

От (2.79), (2.80) и (2.82) заключанаме. че за всички номера-1,2.... е вярна следиата оценка отгоре за погтоя нната с,:
(2.83) ‘nCa<ly П.

От (2.83) н (2.79) CACABA, че при веяко >0 за всички v ofкегмента S (x| 51 е вярно нераненетвото

(2.84) 0:5О,(х)-5) п (1—g3)r,
От (2.84) следва, че при ся

пеотрицателни многочлени Ю„(-Т))

сегмента &= x| =5 1 ὶ

ко фикснрано £>-0 редицата οἹ
ΚΊΟΜΗ към нула равномерно п

“Да положим сега за всяко х ΟἹ сегмента 0421
+

(2.85) Ρ,(.)-- | Дх+0д(да!
Η Да се убедим в това, че за ΒΟΗ͂ΚΟ п- L 2,... функиинята P.(x) смногочлен от етепен Зп и при това ГР.,(х)) е търсената редица отмногочлени, която клони равномерно в сегмента [0,1] към Ффунк-цията f(x).

Тъй като изучаваната функция Ж
сегмента [0,1], то за Beako х ΟΤ
може да бъде записан във вида

х) е равна на нула извън
сегмента [0,1] интегралът (2.85)

|J—x

P,,(.l‘)=:[ f(x‘l‘nQn(f) dt.
Karo заменим в погледния иитеграл променливата { ο ξ --α,ще му придадем следния вид:

1

(2.86) Ра) [ F(8) Qut--x) at.
0

“ Haucruna достатъчпа e да се докаже, че редицата ад-а(1-53)5,Гл кло-
n + 

анн ΚἘΜ нула, но тъй като lim а (1--52) limn 2” ~(1-3y <1, πιζμε.ππΣ a,пе L S ()

пл)
е сходящ 00 признака на Каши (гл. теорема 1.6 от глава 1).



От (2.35) и (2.79) е ягно. че Фу нкцията Ρ,(Χ) с многочлси ὉΤ
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O:-rasa Да се докаже, че редицата (Р.(х)) клони 
към ЛДх) pas-

омериа п сегмента Ое .
Фикстраме правзволио εο За фиксираноъго & от равиомер-

ата пепрекъснатост на fix) на пялата безкрайна п
раза следва, че

яе се намери 57>0 такова, чеs

2.87) да- Ду τ при ey 5
Г 

Р

! Ще сотбележим oule, че тъй κατὸ ) е непрекъ:иата b сег-

(мента (0.1, то тя е н ога
в 62зкрайинзта noaun. Тоза означава,

чи щена в този сегмент, а «ледоват
елно

че съществува
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ι..-;ἱ ΠΗ Ν ι

Гконстанта 4 такавз, че 33 BCUYRI
 Χ

Π

[_:{2.88_1 14х) <А.

Като използуваме (2.82). (2.81), (2.87) и (2.88
) и като изпаол-

зуваме неотрицателността ΗὮ 0.(х). да оценим разликата Р(
Х)--Лх).

Ι } За всички х OT тегмента O-= v 21 ще имаме
H

Ἱ ' Ρ κ - | | [fis+0—flx] 9444 | =
а - |

, | 8
|j ' ш Г κτεηπλθιῷ η = 24 [ Qi а +

=1 2а

' н.. μ ἰ
: 4 - Е

Е ὰ 9484 τ 3ά Годаданзаду ай -2+ T

: С :

-твото на теоремата, € достатъчно
За да гавършим дДоказател

!„. да отболежим, че 33 вгички 107FITLHHO големи 
номера п е BApPHD

неравечетвото
i

44 ..;"71(1--5=)'<-‘§-

i Следствие. Ако не само фунхцията . αὉ и нгйните произ-
" волни 10 някакъч ред & вк«лочително ἐ непрекъс

нати в сегмента

[0,1]*, то съществува редица ог многачлгия (Р.(х)) таказа, "

всяка от редиците (Р.(х)), Ὶ (Χ}}ν τ τν [P (х)| е равночерно схо-

ἈΠΙΠᾺ и клони съответно ἘῸΜ ЯАху, РОе ΓΡΟΊ.
Нанстина, 623 13 ограчичаваме об.дна:тта, мчъж

гм да CMATAME,

че всяка от функцянте Дх), () ἐ призма гтайнъст нула

g Ο τ
.

"T gy | е. Bl
Ν

* Pasfupa ce, вместо [0,1] може 12 се BITME [
, #.-...-дт-.-"-р



при х-0 и при х- |“ а при такива условия функцията Дда се продължни в цялата безк
на нула извън (0,1| така, че

х) можерайна права, като я положим равна
продължената функция н всиЯките

й производни до А-тия ред включително ще се окажат равпномернонепрекъснатни в цялата безкрайна права,Ho тогава, като O3HauuM с Р.(х) същия като по-горе много.член (2.85) н повторим разсъжденията, проведени ΠΡῊ деказател.CTBOTO на теорема (2.18), ще докажем, че всяка от разликите

Pu0)— ) Ρ )-- Κ),..., Ρφ () -/9(х)
е безкрайно малка равнокерно OTHOCHO х в се

Забележка |. Изложеното от нас доказателство лесно геобобщава за случая на функция на m променливи flx,, х.,... ν X ),непрекъсната в т-мерния куб О0-х,51 (i=172 . . т). Tloсъщня начин, както в теорема 2.18, се доказва, че за фсяка функцняJ{C TS е.. Ха) съществува разномерно сходяща в т-мернинкуб peanua от многочлени на т променливи Хр Ха чеа Xy KOH-ЯТО ΚΙΌΠΗ KBM нея в To3n куб.
Забележка 2. Ще отбележим, че фигуриращите в теорема2.18 мнагочлени може да бъдат заменени с по-общи класове Gy k-UK, като се запази при това твърдениета за възможността таапроксимиране ес Taksва функции на произволна непрекъснатафункция /.

Ще се уговорим Да паричаме произволна съвкуйност Д orфункции, определени в някакво множество L, алгебра, ago®*1) /+явА; 2) f.geA; 3) . f¢A при произволни ЛЕА и ge A ийри всяко реадна а.

С други думи, алгебрата е съвкупност от функции, затворенаотносно събирането и умноженгето на функиин и умножението нафункции с реални числа.
Ако за всяка точка х от

гмента 0-<:х--|,

MHOKECTBOTO Е може 13 се намеринякаква функция g€ Л такава, че g(x)==0, ще казваме, че алге-брата A не се апулира в нито една точка х ΟἹ миожеството #.Ще казваме, че съвкупността A от фуинкции, определени вмиожествато £, разделя точките на мнажеството E,две различни Г0чки Xy W X, OT това миожество можмери функция f от А такава, че Дха1)Лха).
ярно е следното забележително твърдениена Вайершрас - Стоун“““+;

е да се на-

. наречено теорема

“ Ако f{x) Удавлетворява Te3H условия, то нне MOMEM 18 памерим мно”ΤΟΉΤΕΗ Р(х) от степен 2% такъв, ча 38 Qyukumara в(х)-](х]-?д.(х) тези
Услонияя да бъдат напълненн.
““ Ще напаминм, че символът ΖΕΑ͂ означава ἢM Стоун -- съвременен американски математик.
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пе “ Нека А ¢ алгебра от непрекъснати

i - функини, KORTO разделя точките на множеството Е M не
 се any-

щ нра в нито една точка на това множество. Тогава всяк
а непре-

4 множеството Е функция Дх) може да бъде пред
ста-

от функций OT

а компактното” множество

ена като гранипа на равномерно сходяща р
едича

ἜΠ

o ᾖ .

- ъще р «

а и ограничено
ἴ

} ] « Ще напомним, че компактно се нарича всяко затварен
| полмножество на Е”,



З. Двойни

и л-кратни интеграли-
 

Ρ
θ
 

я
л
т
е
г
р
а
л
и

В nbpuata глава па част 1 бяха фарюулирани важиите задач и 5пресмитаце лицето на криволипесн гранец н ка пътя, изминатот матергална точка, кионто асдят ΜῸ поцятпетоа определен кнте.грал. Аналогични «миногомерни» залачи, като цпцапримерузадачата запресмятане на обема пли задачата за преесмятане па масата канесднородио тяло, по естествен начин ROART 10 разглеждаинето нл |двойни н тройни интеграли.
В тази глава се излага теорията на пхратитите интегради(п2-2). Построяването на теорията на п-кратните интеграли се !извършва напълна аналогично на построяването на теорията 1::еднократните интеграли. За по-ефектицно използуване 13 анало.Гията с еднок ратните интетрали отначала се въвежда понятиетаAUCER ицтеграл пърху праноъгълник. След това се въвежда поня-тието двоен интеграл върху прокзволна област както се помощта |на праволинейно, така n с помощта на произволно разбиване натазн област. Построената теория есе npenaca за случая на n-Kpa- |Тен кнтеграл, B края Π главата се изучават п-кратня несобст-вени интегралн.

§ 1. Определение и условия
34 съществуване на двоен интеграл

o  ́ eДа разделим сегмента (а, 6) на я вастичии сегуернта с помощтана точките Q= χ Ξ χ Ξ ха«... <X»=b, а сегмента [, а) па p ча-CTHURN сегмента ¢ помощта на точките o= УУ е <yp=d.На това деление па сегментите съответствуваЪъгълника Κὶ Ο прави, успоредни на осите Oy и Ov, ка пр частични пра-

ἘΞФттц ΣB «3 “ΞБ “2Ό Π

B ал
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= ——
(4% Шe

! Фиг. 3.1

τ Вуе Ха ХУ Дуе а УД (ἃ - 200 κ αὶ {{ 10 2,000
пп O3HENHM псоестроеното Деление на грапвоъгълника А съе символа

. . Деление на правоъгълника R, получено or деленисто Т чрез
а на новч прави. у. лоредин на ocute Охо и Оу, наричаме

S0t μ делението T

Лавсякъле н тази глава под TCPMIHA «правоъгълиик» ще рал
правоъгъликк съе страни; успоредни ня коподинатните оси,

Във всеки частичен правоъгълник А,, избираме праповолна
Пещ (ξἓ' T;f} ΠὈΠἷΗ“ἶΙΜτ: 1.*"**.*5* Ха--ра .l_j‘f“‘y(' ай еЕ АК„
ащ т . ПпЛлОЩщТта на правоътълника Ry, Очелидно AR, Ay, . AY,.

τ днаметър на правоъгълниека Ry, ще pasGipavie дължината

на диагонала. равна на (i) +(А;,). Най-големпя ак arame-

трите на всички частични праРоъгълници ще наричаме ΔῊ ἃ ΜῸ-

тър на деленнието Т на правоъгълника R й ще означага-
мес Al

Определение . Числото

“е +

ι а

VR П еЧ T —p 2 .
Π

- Ρ

(3.1) 2-4- , ΤἹ"’Σ Σ ( τ - ARy,
]. ἀπ - ὶ

ще наричаме ; итегрална сима на функцаията Дх, y), въбт-

вел:стауваща на делението Т ни правоъвгълника R и дадения μ5-

: бор на междинните пички (Се %) 8 частичните пгравоъгълници
]ἷ на делението Τ.

Определение 2. Yucaomo [ се кнарича еганица на инте-
| гралдните суми (3:-1) nou Δ, аке за всяко положитедно

числО E сЪъщестаиива такева пеложитедно числи 2, че при А«б ¢

изпълнено неравечствотио |o—1 | <& независима ἐπὶ избаора на меж-

динните точки (3,.7) на R,,.

] Определенне 3. Функцилта [( Χ. ν)] се нарича интегруема



означава с един от саеднии

1ПГл махау- Г ooК 
R

Забележка. 
" 38 еднократен . !

Теграл (вж. част [, глава 9, § 1), чрез AOnVCKaNe на протгпанатг,

[

1 интеглал на фунгщишш ΞЛх, У) върху правоъеълнцика R ц се 
ἷ

се установяна, че веяка нитегрусма върху правоъгълника А фу нк.
ция Д(х. p) е ограничена в този правоъгълняк. Затона в ΠΗ
Гглава оевен в послеДния параграф ще разглеждаме счени функини, без това да бъде явно сноменавано.

Тата |

амо ограни.

#

-2. Условия за съществуване на awoen интеграл за правоъгълник.
Теорията на Дарбу, passnra в глава 9 от част | за еднократен
Определен интеграл, напълна се пренася в случая на двоен ините-
гГрал за правоъгълника R, Поради пълната аналогия се огранича. |

ваме само със скициране ца общата схема па разсъжденията. Х
33 Дадено делештк Т на правоъгълника R съставяме две суми.

голяма сума

“ й 

и
5*"’-2 Σ мж-»ддн (Mu-‘;ul’flff-)’))k=1 4е |

#4 

с
и малка сума

п ῃ 

; a::'Ls:-z Σ My AR, (1, — Н Дх, . 
]

Ko § ф | 
“Д!

В сила са селедиите твърдения (доказателствата ΗΜаналогични на деказателствата, дадениви, 2, § 2. глава 9, част П.
Лема 1. За всяко деление Т на ; при вееки щ

избор на междиннате гочки (E . 7) в частичните правоъгълници
Ry, интегралната сума с удовлетворява неравенствата 5+-а-7 .

Лема 2. 33 всяко фиксирано деленнце Т и 38 вемеждинните тачки (£, )€ #. магат да се избераг така, че инте- |

гралната сума а да vaon, етворива неравенствата 0=8- « Е.
Точ ките (€., т) : :

тегралната сума да

Лема 3. Нека Τ в г
R и нека κ' у 5
ннето T'. Тогав

са съотнетТиинте малка И голяма сума на деле- 7
а са изпълнени неравенсТвата



|

|

|

|

1

|

]

l ца големите и малките сумк при A-.0,

ll
1
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К s=§', δ ́Ξ5.
. Лема 4. Нека Τ' к Т” са две произРОЛни деления на право-

R. δ', 57н 5”, 5” са съответните големи и малки CYMH
| , тези деления. Torasa

§'== 8",

. Jlema 5. Множествота (5) на големнте суми на лалдена функцдния
X, 1) 32 всевъзможнинте деления ва правоъгълника A e ограничено
е: MHOMECTUOTO от малките суми {s} е ограничено отгоре.

Следователио съществуват числа

[=inf{S}. I=supls},

арнчани CHOTBCTHO TOpen и долен интеграл na Дарбу
“ функицията Д(х, у) върху правоъгълника А). Лесно се вижда,

“ Лема 6. Нека 77 е дробио на делението Τ на правоъгълни-
е R, получена τ Т с добавянето на [ нави прави, и нека S, s’ и

.5 са съответните голяма и малка интегрална сума на деленията

пе Т. Тогава са перни оценките

55 ( Ὶ ет) АИ s'—s<(M—m).l.\.d.

‘”*’Sgpfl-"' ), m--i:;ff(er,y), A « QnaMeThpuT Ha деле-

Ε T, d е дпаметърът на правоъгълника R.

определение 2) ге нъвеждат понятията граница на голямата и мадл-
. Σ7л вума. Например числото / се нарича граница на големпте
е. 5 при А-0, зко за всяко :7>0 съществува #70 такова, че

1 S—11< « при 3

|

|

|

|
!

| Ацчлогично на понятнето граница на интегралните суми (§ 1,

ι!
|

Лема 7. Горният и долният интеграл на Дарбу 1 и 1 на
1

функияята /(х. у) върху правоъгълника R ка съотпетно гранлците

От леми |--7 кдедва

Теорема 3.1. За да Съде г еланичената в правоъгълника R
фунхция flx, V) интегруема в таза приваъвъдник, е несбходищмо
и дистатъчно за еечка 17>0 da съществива такова деленче Т на
правоъвълника R, 86 което 5-5< .

Както и в глава 9 на част I, теорема 3.1 заедна с теоремата
а разномериа непрекъснатост ΗῈ позволява ла намерим миого

важни класове от интегруеми функини.

Теорема 3.2, Beaxa непгекъсната в правоъгълника R функция
ДХ) « интегруема в този правоъгълник.

Определенне 1. Елдементарна фигура се нарича множе-
Μ втенчаТатесни зявли, ΕἸ «ατik

5



ДдВойнИи Η "-КРАТПИ HHTErP A 1pn

Cmdo om точки, каоето € 

пр

Определение 2
в правоъгълнакци R (вп
ство, ако 14) fle.y) е ограниченаСъщестацва елемента рка

¢ R

Teopema 3.3. Ако функника R / "сейство, то
Цпназатежтввта на

на Доказатолствата на

притежава а правлттяе ПНГПСЕДЕ/ЕЩЦ в този Л“ДС?В!]ЪЗЪ.теореми 3.2 а 33 са изпълнатеореми 9.1 и 9.2 от част Г.

АТ

:Н!;гк

ΗΗΞ!.ΤΠ.Ξ-:'Π'Η;':.

3. Определенне Η Уусловия за сърпроизволна
(естауване на двоенобласт. В п. 2, § 2 ц.н теграл Заκ ГЛлава M, част [ бяха ΕΡΉ TRt

NOUHTHATZ измеримост п олице на равнинни фигури, Да напомнич.

че равниниа фигура наричаме част ΩἹ равнината, заградена ΟἹравниниа фигура се нарича иаме.мярка на Аницето 5y 7 Π ey ру
чиело се нарича лице на Py рата. Тези HOHS s
¢ препасят и в случан ца произволно ограничену

миожество () от точки в равиицата,Във венчки определения и твърдеция на спомоегниа фигура може Ха се постави п pouT80 О в равиицата
сЪъЩата подтаочка беше дадено опйределение 34

гГраннца на фигура) ς пулево длице: казпаме, ча
равно на пула, ако за BCHKO 35Ὲ съществудържащ Г, чието дице C по-малко or ;. В тона onpenenenie Tep-

минът “ многоъгълнико може Да се замени ¢ Ттермина велементарна

фигура». Tony ве така, всяка елементарна фигура e мно-
гоъгъляик, а Beegy Многоъгълник с дице. по-малко аот ς

държа в елемента рна фигура ¢ лице, 
Ε

Рема 10.2”, част ),
В cina се слеДното твърденцие.Твърденне |, Нека к

проста затворена крица, Сдлнарима, ако горната и долнатаса равни. Това

без изменецие с

натата подТточка
зволно огран:-

крива (1.
кривата има аийе,

ba МНОГОЪГЪ.]НЪШ. Ке

и пазнината &
. гава за BCHKO ()
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”

ς Y

i

4 ι 1

" 1
1е :

" J # Bl 1 Ν

- | Фяг. 3. 2

Нанстина за всяко >0 съществуна елемептарна фигура Q.
| съдържаща Г. и с лице, по-малко от :/4. При досегагъчно малко

[“-вснчь:п квадрати, имащи общи точки ¢ Г, ще ce съдържат в

елементарна фигура, получаваща се от Ο елед замяната на всеки

воъгъ:тнпн с правоъгълннЕ с два пъти по-големи страни й със
ΠΗ ЦС!ГГЪр

Ο Нека отбележим, че класът на ΚΡΉΒΗ г дице цпула ¢ много
Ъ широк. Например в този клас «а всички ректифицируем" криви

Β. § , глава 10, част ἢ.
| b Cera ще вънсдем понятието лпоен интеграл за произволна дву-

| Бмерна област ἢ.

Г ПНека D е произнолна аграничена затворена област, границата
с ва която има лице вула,а ДЛДх,у) е проинзволна ограничеца

функиция,. дефинирана в областта D
; Нека означим ¢ # иякоай правоъгълинк, съдържащ областта D
Мфиг. 3.2). ОпреДеляме в правоъгълцика R следната функция:

“г, 

x. '}, “‘I ! ED‘

Определенние. Функцията f(x, у) се нарича интегриежмжа в
ластта D, ако функцияти Е(х, м) ¢ интегруема а правоъсгъл-

ка R. Числото sz ’ Е (х, у) йх ау се нарича двсен интеграл
К

om функцията f(x, V) върху областта D и се сзначава

I——!}f f(x. у) dx dy=,£_} f(M) ds.

Ot това определение следва

Твърденние 2. Интеглалът j f ldxdv е равен на auyemo
на областта D. D

Нанстина, вземайкн Bce по-фини деленния Ha правпвоъгълника



суми са равни 8 дицата
Τна елементарни ΦΗΤΎΡΗ, съдЪържащ: са

в R. Интегруемастта на функцията Л. ν)-- } в областта Р ле
OT Teopema 3.3.

Твърление 3 Hexa функцията flx,v) e интсгруема в
ничената измерима област Бмрежа със стъпка h, C,,
xama, коийто се съдър

Зе е.
поКрита с кзадратна..е Сл) са micsu квадрати от мге

v {ξεν 7.) е прои 370 154Me=inff(x, 1), k=] 2,..., n(h). Гогачас
Евсяка 0N сумита

"(#) 
А)

-Σ /(Е„щ) 2, Σ Π ἐй | 
К. |

има граница j ͵| Лх, у) ах dy при s (),Π

Доказателетвото следва пепос редстпена ог thukra, че тези ΟΥ ΜΗ
се отличават ΟἹ Обик повената интеРрална сума пдли от малката

сума на функцията Л(х, м) в obaacrra D CROTHETHO само по лиг.

сата на събираемни по квадратите, имащи общи точки с границат

Г на областта p , KATO сумата на всички Пипсващи събираеми π“ῖ

модул е по-малка от пронзведението на чиедото M .- sgp} f(x, уеИ лицета S на елсмента рната фигупра, съсТтояЩа се от ка
имащи общи точки с Г. Тъй като границата Г има лице нула

-0 при Я-.0 поради тоърденние |.От теорема 3.3 и определението ча Даоен ицтеграл, ладено

по-горе, получапваме г.

кцията f(x, у) притежаза (/-еаmo тя е внпееруема o тази ебласт,
Даказа телство. Функцията F(x, у), определена с (3.2), ще

притежава /-свойство в правсъгълиика R,Нанетина Функцията Е (х. у) e ограничена в #и веички нейни
TOUKIl на прекъсваце съврадат яли с превъсванията на Дх, у), нл

лежат на гранината Г Ha оабластта D, Но Границата ( ама дице

нула. Така твърдениего па теоремата “ПеДва от теорема 3.3. С

това теорема 3.4 а доказана.

2бетяао в

Х. ὴ е соераничена е областта

D μ има в тази област Прекъсвания сами: по Краен брой ректи-
Ффицируеми “ рави, то f(x, у) е UHMEEpYeMa в областта П.

Следствие 2, 4y, 
X, У) притежава 1 “свойство в

областта D, а Функц X, У) е ограничена и съвплада с f(x, y)
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гкъде 8 D оасвен върху множество с мярка нула, MO функцията
. Ἣ ) е интегруема а областта D, καπιὸ

пе
;

ΕἸ
.

Ν #4 [ еак зу ахау- / Г fe. ) ἀκ .
Не сме изясинди коректно ΔῊ е горното определеникне на по-

πἴμοτο двосн интеграл, по-точно 3aBHCH ли съществуването Ha

че5ания интеграл и големината му от: 1) избора ка координат-

» ocit Ox и Оу; 2) избора на правоъгълника R, върху който
челеляме функиията F(x, y).

5 B caegnamata подточка ще бъде дадено друго определение 38

цртегруемост ὰ функиията f(r, ) и двосн интеграл, независещо

ог. нзбора на координатната система и правоъгълника R, и ще

бъде доказана еквивалентността на това определение с даденото
Ἔ

«

Π ΓΟΡΕ.

4; Общо определенне ua двоен ннтеграл. Нека D с затворена
:‘,'nmwcna област, чкято граница Г има лдице нула, Разделяме
Кобластта D с помощта на краен брой проинзводни криви с липе

Тиула на краен брой г (не нсепременно свързани) затворени ча-
сТияни области Dy, Р,.,....Р,. Веяка област D, има граница с

Янце нула и затова е измерима. Озизчаваме лицето U2 областта
D, със символа AD,.

а . : Във всика област D, избираме произволниа точка P, (ξιν %)
" . Определенне 1. Hucaomo
! .

τ 133) с- 2. f(p)AD,
(sl

Π Ὶ
к ту

'

ι'Ιμἳ
“
.

1
:

| gτ Ἱμ,.κπμπωα интегрална сума на фунхцията f(x, у), съппвет-

| fmoysawa на даденито дедление на областта D на частични обла-

Мети D, и на дадения избор на междинните мточки Р,ав частич-я
“ К

| "Ч Жите области.
с ; Диниаметър на областта Π{ се парича числато а)-

| Ъ: «iszi? D;: (M, M) (p(My. M) e разстоянието междлу точките M, Η
i р а o i

| ζ' М.). Диаметър на деле нието ца областта О се нарича ἩΠΌΠΟΤΟ
ει
Ж .

τ μΑ ἃ ἘΞεί τ

" Определение 2, Числота Г се нарича граница на umme-

: “ гралните суми (3.3) при Διεῦ, axo За асяко положително

| Чавли с същестауаа такова псложително число ὃ, че при A< не-
! зависимп om избора ка точките P, в частичните области D; e us-

пълнено неравенстаото [4--ἰ «“Ξ.
Определение 3 (общо определенияе 33 ннтегруемост). Функция“
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еее еаН

та Дх, у) се нарича интегруема (ло Риман) върхи облел«а Рата D, ако съществува крайна граница Г на интегралните сИлщ1

с на тази функция при A—0. Тази граница Г се нарича д6сен g,
теграл от функцията f(x, у) върху пбластта Ὦ.

Ще докажем следната основна теорема.
Теорема 8.5, Общото определение за интевруемост е еке

ЛеЕНтНО на спределението, дадено а n. 3.
Доказателство |. Нека функцията f(x.¥) e питегруемз 4

областта D съгласно общато определение за питегруемост и ἴπορ.
ният й интеграл според това определение е /. Построяваме пра.
воъгълинк #, съдържащ D, разделиме го на частични правоъгтд.
НН п определяме в R функцията Е(х, ν) no (3.2). Разглеждамо
питегралната сума (3.3) с па функцията /(х. у) и иптегралнатасума (3.1) с ,„на функцията Е (х, у). Тези суми може да се отличца.
BAT едиа от друга само по събираеми, съответствуващи нажастични
правоъгълници, имащи общи точки с границата T на областтга ἰ).
Тъй като Г има лние пула, а функцията /(х, у) е ограничена, ту
тази функция е иннтегруема съгласно опредедленнието от 1. 3 и има
съгласно това определение същия двоен интеграл /.

П. Нека функцията f(x, у) е nnrerpyema в областта D съг.
ς 0 определението or н. 3 и / е двойният инлеграл от f(x, у)
върху областта / съгдасно това определение, Ще покажем, че за
Лх. у) граниката па интеградините суми o npit А-.0 съществува й
е panua на [/,

Съставяме за далена деление на областта D голямата н мал-
ката сума

“ 
r

== | Ея "

TVK fl,;sup S(vow), т, - η Лх. у). Тъй като за всяко деление
ῃ.ι' Βἷ

при всеки избор на междинните точки в интегралната сума o
имаме

19 с достатъчно да се докаже, че сумите # и 5 клонят към 1 при
Δ--Ὁ, т.е. 38 всяко εῷ съществува 57>0 такова, че Рсяка сумаже “ ме

З и 5 се различава от / па-малко от е при A<s,
Фикснраме произволна ¢>0. От теорема 3.1 н твърдение | затова = съществува деление Т на игазоъгълника Д (DcR) на ча-стични правоъгълинци R, такона, че



ал

' !ξι

"ъдето Λίοτ- ἐὰΒ ( У)

“ 5

#” Нека ᾧ е елсментарна фигура с липе, по-малко ot oo+ ΚΟῆτΟ
14

.wi‘-mpmg във пътрешността си Бсички отсечки OT правите, onpeje-

ἜΗ делевието Г. и границата Г на областта D. Нека 6 е nono-
%aam точна долиа граница на разстоянието между две точки,
яааната OT конто припадлежи на границата 18 Q. а другата на от-

-дечките от правите. определящи дедението Τ. иди на rpannuara Г.
“;-П острояването Ha фитурата О може да се осъществи по схемата,
μ

'Ἴξᾖ;ιπποκθυπ при доказателството Ha твт рденне Г ог п. 3.

!? Ще докажем, че сумите 5 и 5 32 всяко деление 118 областта D,

довлетворяващо ус ловнето А<5, изпълияват перавенствата

.(3.5) δ.5-- ὶ з- а <8
Γ

„,Ще длокажем само първоо от неравенствата (3.5), защото второто

е доказва аналогично.

5 Or сумата 5 премахваме всички събираеми M, . AD;, съответству-
"жващи на области D,, всяка от конто не лежи изцяло в иякой ΟἹ

“Частичните праноъгълници на лелението Τ. За всички такива οὔ-

ἓῇμςτπ имаме D, 0 (поради d, =3<8) и следователно общата cyma
- i

Jfor лицата на гези области е по-малка от g

1 Следавателно сумата на асички премахнати събираеми M. AD,
'

Ἱξἑ по-малка ог с и е в сила оценката
Ν -~ Ξ

, 8.6) 5< Σ MAD -+

Ε !

„ жъдето примът означава, че сумираме само по тези частични ob-
«| Ласти D,, които изптла се сеъдържат в някой от правоъгълниците

„Нна ποποηποτο Τ.
e

, Нека сега заменим в дясната част на (3.6) точките горнии Гра-

ΕΒΒΠΗ Al в областите Р,, съдзържащи се 8 частичния правоъгълник

, с точната ropua гранипа M, в правоъгълника #,. О+пачаваме

;--ἶ,- UD, и нека AR, означава лиицето на областта R,. Тогава
: .Dll:Ri

(3.7) < M AR не

"ΙΙ:
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За правоъгълничите R.cD пимаме Rk\kk Ξ и затова за 7=
Σ J(R&\fi'&):z (5Rk—4§k)f:§-‘iQ<‘fi%fl3 

"
ῳ

А

i следователкно

;ε-ξ м.Ав, |- | ξ My А - | <е "
откъдето

Е

теОт последнота нераненство н нерапепството (3.7) получана ие

ΎΝ

с което първото перавенство (3.5) е доказацо, Второто неравенство
(3.5) се доказца аналогич цо.

Ог (3.5) получаваме

(3.8) 
,

. 
Ἷ 

8 се различава от / ΠΘ Μ Ὸ

Е

ОТ . OTHBRACTO поради (3.8) весяка or CYMUTE 5 иА се отличапа O/ по-малко or e, Teopemara е AOKA3aa.

N 2. Оспе вни свойства
на двойния интеграл

Свойгстаата на лвоййнца питеТрал са аналогичеви ΠΗ спойствата 115
ΙΗΟκράτι η определон иптеград.

1% Адитивност. Лко функцията Jix, м)е иниегруесма 3 областта
D и ако областта Ре oMoy на крива Г с иЦе нула е разде-
ACHA на дее слълзани области Dy а D, ey общи вът решини MoK,
то функецията Кх, у) е интегриема върхиу всяка от областигте D,
и Dy, като
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За да доакажем тава свойство, разделиме областите , " D,
ετ τ Opoft измелпими области, като по таези качин получаваме

 ̓ 8 [). Нека 5 п 5. δὴ и5,. S, Π а 8 големите и мал-
с На функцията Йх, м) съотеветко в абластите D, D,, D,.
Тъй като Dy<CD и D.cD. vo

i

! SI-SIES_S 1 5:-5:55“5.

| слелва нътегруемостта на фупкиията f(r, у) върху всяка
ее . и Dy

Равенстьота (3.9) с ледва от равенстваатас

I-"‘; 5—"51"2“55. 3251+5=-

Забележка. Вярно е и обратното твърдение: от интетруемастта
Ν Лх, ¥) върху нсяка от пбластите Dy и Dy следва ни-

ца функиинята върху областта D и равецството (3.9).
пе RaTO разделим областа D на kpack брой измерими
. Н въведем Големите н малките суми за функицнията fla, у)

. о6ласите D, Dy, О,, получаваме равенствата (3.10) ¢ Tou-
“ събираемн, съответствуващи πὰ тези области ЙО,, които wmar
вътрешния ΤΌΜΕΗ е кривата Г. Кривата Г има лице пула, функ-

ДЛДх, у) е ограничена и затова сумата на тези събираеми ще
. къмчм нула заедно е дкаметъза на делениета А.

εη

Доказателството на следвашите свайства (както и Доказател-
ο На спойство |“) е папълно аналогична 1 дек2азтелството
ПО свойстоа на еднакратния определен интеграл, 3a-

Bd ще се ограцичим само с Формулирането на гези свойстиля.
29 Линейно свойство, Я ел г функцинте Дх, м) а в(х, у) ва ин-
τ α баавита РЙ, « b ὰ полизвилна peaann числа. Тогава

2 AN У) КЕ К. V) е интеелусма 1 обйлаистита D, като

_I ] ЕАъ ν) =5 g, ν]ών ἀν —
Ρ

- «

=z '[ { } χ, ) ἀκ ἂν--Ξ | | gix, vydxdy.
5 в

3 Дко функциете F(z, у) Ν CULU м) га инсмелуеми а областта
πῖ τ приизасдениета им е интеериеме 3 D,
% Де функцаите fix, vy u SV, V) са pAmEeny μ ὶ областта

U HASCANBUL € тази пбласт е изпълнена ὰ μἸ Ξ σίν, v, 1o

-

.

- .

Г “, yydedy= | | е. муах ἀν.
5 )
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1

{ ИИ

Ty

НИ

й 3% Ако функцията Sz, ΝῈ е интегруема в пбластта D. #а
α Ἢ фиункцията | fix, V)| € ингпегруема в ибластта D, като “
й ЕЩ 

- 
.ἷ 1 

][] f(x, У) κ d_v,f_:fj 7{π, ) | dx ди.ΝΗ 9 "111W # (Обратното твърдение е певярно: ог интегруемостта ца | , o g| if D, изобщо казано, це следва пнтег
| 6% Дко функцияти 7 ν И) « интеерусма а абластта D, u

| 

B
i
x
,
 
ἡ

| , е огпраничена и cesnada ¢ ЛДХ. И) навсяктюе в D с изк.ючение на
Ἷ множестео Ο moyky с Ммнрка низа, та ц σίχ, v) ¢ URMeSpeag в

| сбластта О0.

|

1 -
! 7°. Теорема за средните стойности. Дко функциите fix, vy иH ' Е(Х, ν) ca интегруели в областта D, като функцията ς м) с- F неотрицателна (неполъжителна) напсяк ъде в тази ебласт, N -- Ξιἐρ flx, 1), m-‘igf Хеу mo Съществува wucao 1€ [m, M], за кос-i ζ MO с изпълнена"

| _{;f ͵, м) gix, 1) ах dy=—n jj glx, у) dx dy.
D

i

ξ. Ако песден това функцилта flx, у) е непрекъсната в D, а ofi-
.
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| (€. 1). За Koamo μ τ ЩЕ, ).

. 8%, Геометрично свойство. j f Гах dye pasen на лицето Ha oG-
! 

р 
“ластта D (уж. твърдение 2, п. 3).-y

§ 3. Свеждане на двоен игтеграл
П към повторен еднократен интеграл
Ϊ
ф Ефектинен начин за пресмятане 1R Двоен интеграл е свеждането| му KLM повторен еднократен интеграл.
А L. Случай на правоъгълник. Ще започнем с n}guci Гато областта на "нтегриране е правоъгълинк Ге. а) х е. d).:;ᾖ. Теорема 3.6. Нека функцията ДЖжх, V) е интегруема в правно-ml ъгълника # и за неслко хЕ la, 0) съществиува гднократяият интегралП 

“Π 
A| (3.11) 109~ | Дх, у) ду.i 

е|
| Тогаза същестацва повторният цнтеграл
Ϊ
|
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а S К
f () dx:j l_[ flx, м) dy]dx
« < Е

раягнетвото

А ΓΙ

# Г ях.зуаквау- Г | [ fis. v) ay]ax.
R g Е

Доказателство. Разделяме правоъгъдника R с помощта па
О ()е {y) на п.р частични правоъгълника

μΞ [χε.. . χ Σ У |

ἘῚ, 2. ...,n {- 1, 2,...,p), като ха-й, x,=b, yo=¢, ¥,=d и

ПЕИ т e >0 Ay =y >0
п както Η Β § 1, ¢ А 12 азначим днаметъра на делението

. правоъгълиника R, .Mh.--:g:p {{τ, ν), ту ИЕ (х, y).a 5 nsaaca
R

ki м

и малката сума на функцията Лх,у). Тогава навсякъде

правоъгълинка R, е нзпълнено

My s fx, У) s My,
.

. ΠΡΟΜΆΒΟΠΜΟ число ξ ἐ (ха-а, X,] Η интегрираме Hepapen-
.13) по у B граници от ¥y A0 ¥, като полагаме в него

. (3.14) с Ax, и сумираме получените неравенства от-
по Гот 1 да р. а след гова по kot 1 до п. Използувайки
. (3.11), имаме

пя Π

5:Σ Σ My ’—U}‘—\_Vfi-':; ξ χ Ξ
#511 =}

(3.13)

я А

Е--р ἐκ-}

| Нека днаметърът на делението A-.0. Тогава n maxAx,—0. При
k

TOBa 5 и 5 клонят към дпвойния интеграл j f flx, у) дах dy. Caego-
R

вателио средният член в (3.15) клоня към CBULHA ABOEH интеграл.,
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4а сменим местТа
същес TEVEANeTo на

Yele а)

Тогава теоремата ще

цата Г по ι

ординатите
2) функцията S, м)е
сЪъществува еднок

пе пз3лъЪълнена

(3.16)

на едн ократиня ΠΗ͂ΤΕ

Л коа»- /

Л

i

От Доказателството на
та пнахни,

днойция

й

ко)- [ делак

TP съществуването на повторния

Ι͂Λ omeenka [y, (x)
на коийте ca y (x) ц NGy

“HIeepliema в областт
ратният интсеграл

2()

раченествота

интеграл

грал

“ е

[ f Дх,
й

ерима област р
а са азпълнена

че всяка права, уепа

„ 2())

[]ДЩЮЦ?

илив не noge

. къдетоа v

г следните условия:
Ппедна на оста Оу,

+

теорема 3.6 е ясно, це
T-€. можем да предположден
и съществуването 33 всяк.:

интеграл

1) областта
пресича epany-

га D uspry оста Ох).

(V) =) (
а D u за аслко

ч2 o дае точки,

фиг. 3.3):
ХЕ ху «|
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пе

i,

i

“
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Доказателство. Нека R е правоъгълник със страни, ус-
Т:поредни на координатните оги, съдържащ областта D, а Е(х, v) e

нкинята (3.2), съвиздлаща с Дх. у) 8 D и равна на пула в ocra-
налите точки на А. За Е(х. у) са изпълнени в # всички уславия
ἫΔ теорема 3.6 и следователно с вярна формула (3.12), която e
еквивалентна на формула (3.16) (поради определеннето на функ-
Ццията F(x, у)). Теоремата е доказана.
. Забележка |. В теорема 3.7 можем да сменим ролите на
ΓΉ Y, т. е. може да ге предположи, че са изпълнени следните ус-
Ювия: 1) областта D е такава. че всяка права, успоредна на оста

Ox, пресича границата Г или по цяла отсечка [vy(y), ха(4)), или в
не повече от две точки, аб:цисите на конто са Χ} и Xu(V), къ-
Ддето ху(у)-:х.(у); 2) функиията Дх. т)е ннтегруема в областта D

за всяко ¥ €[Vy, Vo] съществува еднократният интеграл
#

{{51,.λ2] е проекцията на D върху оста Oy).
„ При изпълцянането на тези условия съществува повторният
интеграл

” εἰ ἢ

- 41

Η € B сила равенството

”

jsf f(x,y)dxdy:f [_] flx, у) d:c]dy.
2 (¥
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Фиг, 3. 4

Забележка 2. Ако областта D не удонлетворява условиятана теорема 3,7 или забележка Г към тази теорема, понякога MO-жем да разделим тази област на сума ΟἹ краен брой области отТози тип, които нямат общи вътрешни точки. Тогапа нитегралътBLpXy областта О поради свайството адитивност o равен на суматаὍΤ ицтегралите по съответните области. Например областта D отфиг. 3,4 се разделя на сума от три области Dy, D,, ру, към всякаOT корТто е приложика или теорема 3.7, пли забележка |,
Пример, Нека областта D o сечение на областите |х«у:1и ху . а Лх, τ .у (фиг. 3.5). Beska права, успоредна наоста Oy, пресича граиицата на D в не повече от две точки. 38удабство при запиеването na повториите питеграли разделяме οὔ-ластта D na две области D, и D. (както е показано wa фиг. 3.5).Прилагайки за веяка от областите формула (3.16), получаваме

.{;J‘fl.‘f. J’)_dxdy—ffxy d,\;‘d'u_;_}{f χν ἀχ ἐν -
D,

0 Ὑ1--ὰ} 1 [--ἀ 0
;_-f vdr | ydy+ [ xdx Г удие- Г ( χηάχ
-] l—x Π = 2
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ι κ
-

! 5 4. Тройни и л-кратни интеграли

*пдиз.чпжвввта Teopiia на Двойция Π͵ ΤΕΤΡᾺ без някакви съществени

“ Сесложинения н HODH нден се пренаси за случая на TPUeH или въобщеус

ga п-кратен интеграл. Ще се спрем на OCHOBHIITE моменти на тео-

J рията на п-кратния интеграл.

” ΠΡΗ огределяне на клЛасовете от измерими множества в Е“ али
Е нис Ззаимствувахме от материала в средното училище понятията

ι дице на многоъгъликк И опбем нва многостен, конто притежават

εὐ свойствата адитивност, инзариантиост и монотонност (аж. § 2 πὶ 3,

“ глава 10, част 1), В пространетвата E7 £33, положението се ус-

“ дожнява от това. че не Hit е известен обемът па множества (тела)
by E®. ограничени от хигерравниии. За да определим ькласа па 13-

; меримите тела в £7 ще закочнем ΟἹ оабема на тяло 0T специален

чвл а Е“ — п-мерния правоътълен паралелепипед.

}; Да припомним (еж. ф . га. 13. част П. че MHOKCCTBOTO

ь R—[a,. 0) й #3| Ж |ае b,] от веички TOMKE X -(Ху Хае κ ν « „К)

в Е", за κοητὸ алдахе: 8В =102, .. п, се парича п-мерен коор-

ч гдинатен правоъгълен паралелепипед. Ако й-й,-й за BONKO Г, то

R се нарича п-мерен копрлинатен куб със страпа h, Точките
Tl* (¢4, Се - . .. 6.), КЪдето ¢, е равно Μ HD Gy, или на b, хе паричат

върхове на R, а сегментите, хъединяващи лва върха 0T вида ( ὑ ν ει е

Сюе йу Сеарее ен + } Η (Суе ене €t Е — ръбове 8

R, Всички ръбове ua # ка успоредни Ha координатиихе OCH.

ῚῸ аналегин ¢ Е Е и Е3 ¢ естествено да определим обема
на п-мерикя правоъгълен паралелетед Р като чиесло, равно на

произведлението от дължииците на всички негови ръбове, изли
защи

.

“

от един връх. т.е. като чие лото μιΗ)-Ι I (b, —a,).
ἐ - ὰ

Ще наречем елемеитарно тлпда MHOMEC г80 от гочки Β Е", пред-

ставляващо абединение 12 краен брой л-мерни правоъгълни пара-

лелепипели, нямащи обшщи вътрешви точки, с ръбочле, успоредни

; на координатните оси. Обемът 8 всяко елементарио тяло есте-

| ствено определяме като сумата от обемите на «ъставящите го па-

ралелепипеди.

Нека сега D e uponssoana ограничена абласт (множество) в

Е“. Долна мярка ua обема на областта D се нарича точната горна

граница p, =2 (D) на обемите na всиячки елемецтарии тела, съдър-

жащи се в D, a горна мярка на обема η областта D --- точната

” долна граница ” -1” (0) на обемите на всички елементарни тела,

съдържащи областта D.

Лесно се вижа,. че g, =0t
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Областта D се нарича измерима. ако й =p* . При това чиг лато
W(D)=yp, (D)=p*(D) се нарича п-мерен обем на аблзстта D.

Както в случая на равнипна област. се доказва следното те
дение.

Една п-мерна област D е измерима тогава и само тогавз, ко.
гато 3a всяко >0 съществуват две елементарни тела, едното пт
конта съдържа D. а другото се съдържа B D, разликата от обс.
мите на KOHUTD по абсолютна стойност ие надминава ς.

В частност едно полмножество Г на #Е има п-мерен обем 1
ако за всяко :7>0 съществува елементарно тяло с обем, по-малъг
ОТ ε, Което съдържа Г, 

|
От приведеното твърдение получаваме, че п-мерната област (

е измерима тогава и само тогава, когато границата на тази oo.

ласт е миожество с п-мерен обем нула.

Първо ще определим интеграл or функция на п променлиРи
A= ὰ Хауе «а) върху п-мерен координатен правоъгълен па-
ралелепииед #. За тази цел построяваме деление Т на паралелс-
пипеда R на краец брой частичии п.мерни паралелепипеди чре
краен брой хиперравиини, успоредин на координатните хиперрав-
ΠΗΒΉΗ,

За тоава деление Τ апалогично на случая п--2 се определ:
интегрална, голяма и малка сума 30 всяка ограничена в А dyik-
ция f(x).

п.кратен интеграл от функцията flx) върху паралелелипеда
К опре дделяме като граница (ако съществува) па питегралните суми.
когато днаметърът на делението Т на паралелепиледа А кДони
към пула.

Както в случая п:--2, теорията па Дарбу Дава необходимо н
достатъчна условие за интегруемост я следната форма: за ингег-
руемост на функцията Дх) върху паралелеппиеда R е необходимо
и достатъчно 34 всяко :7>0 да съществува деление Т на парале.
лепипеда R, за което разликата межлу голямата {{ малката сУМа
е по-малка ΟΤ ε,

Нека сега D е произволна затворепа ограничена п-меряз of-
ласт, границата на която има п-мерен обем нула. п-кратен ΠΉΤΟΓ- -
рал от функцията / върху областта D се определя κατὺ иятеграл
върху л-мерен координатен правоъгълен паралелепиед Й, съзъпр-
жащ областта D, от функция Е, съвпадаща с J B О п оравина на
пула извън D.

Ще означаваме л-кратиня пнтеграл от функиаята ЛДх) зърху
областта D по един от следиинте начиии:

-
oy

аЕ
<

ва?) Г fde=[T . Г Да χενννον хдакаха ες ах,.
o Ν
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-

отбележим. че произведението ах--йхйх.... dx, обикновецо

- нарича елемент на обема в пространтвото Е"“.
Mo същин начеи,. както в случая a=17 се доказва интегруе-

Ο върху п-мерна област на всяка непрскъсната функция, а същ
о

а Функпия f, притежаваща ЙГ.свойство B областта О (т.ес. огра-
πά

ичейа в Р функиия. множеството OT точки на прекьсване на

оято има п-мерен обем иула). Въобще изменение на интсг
руема

върху множество от точки с п-мерен обем нула не 
пра-

τ ингеграла На ΤΚΗ функиия.

За определяне 1A п-кратен ΠΗΤΟΓΡΑΙ͂ може да ге използува и

T ва областта D с помощта на краен брой пронзводни

се абем uyka на красин брой частични области с пронз
-

:

еа К,

[N Ε

фоарма. Напълно аналогнчно с теорема 3.5 се доказва, че

общо определение на п-кратен интеграл е еквивален-

i
l

Ϊ

THU на даденото по-горе определение.

За п-кратен интеграл също са верин осемте основян сРойства,

формулирани в 6 2 за двоен иннтеграл.

Напълно аналогично на теореми 3.6 и 3.7 се доказва формула
33 повторно иптегриране за интеграла (3.17).

Нека п-мерната област D, ¢ такава, че всяка права, успоредина

на ocra Оху. пресича граняцата й в не повече от две точки (пли

по цял сегмент, ограничен от две точки), проекците на конто по

соста Oxg са а(ха, X3, е« Ха) # Б (ха, Хае « Х), където й (Ха, Ха еее χξ|

а =" b(xg-, x, . e .t‘,._).

| Нека функицията f(x) e purerpyema в областта D, п 3a пвсяка

] точьа (ха Хае «) от (л- )-мериата област Оа-а. представля-

ваща проекицията на D, върху координатната хнперравиина Оха Ха Ха

съществува едкократният интеграл

h""!s‘li‘**iox‘
м м

f(a-rl‘ x-:, ¥ ¢ ‘.rn) ι]'.ϊ'ιι, }ι...ἷἓ, .\:] F "»κνυ ῃ -ϊμ;) : j
: )РИЯ РО .τ"

Тогава съшествува (п-- |)-кратният HUTErPaA

|

Dfl'"l flu‘r.,.,‘xw

| впъпнху o6aacita Й..а не нвярна формулата за повторноа интегриране
- -

} ’ ’ й J ЛХу. ας . . v )dx,dx, . . dx,=
Ιἦ

π

М стВа ππαρύκη τ ПО Чеет
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(3.18) 

|
.. . р r,;_ SR ωλ

ὙΠ
„

j Axp e, ..., х,ах, ] х ху
м| "{Ιἁἰ ,ἴ ̓ ¥ P l‘nl

B гепното твърдение
таналигте нромендиви х.,

Областта D ще наричаме npocra. ако ча неHATHIITC OCn всяка права, успоредна на гал OU, НА прееича -HHaTa на областта в не повече от Ане течке, N има Ὸ ὙΠ Π 0.ница цяла отсечка. Пример за прогта област е ГеекИ п-мерста g,воъгълен паралелепипед (c ребра не непремчейнца хепоредян надинатните осн). 
'3a проста област формулата за повторно |A8 ге прилага по пенка ΟΤ п роменливите хНека отбележим накрая, че както

твърдението:

Нека функцията ДХ) е unier
област D, Нека пространството 2”
кубове съе страна A, ι Са...,,

роляТта па ¥y може 29 пграе бесика g

.τπ. B τ :ιηη-

Най ur аН

.

“нтегриране 1

]'Q 'ι","."ὺιἰ Ι"ι
и п селучая а2? ¢ IR

wWema o ограничената H'!Mf’[ulx*:i
е покрито o мрежа o1 п-мери;

С„(П) са тези кубове от мрежата.ΚΟΗΤῸ се съдържат в (, Eth) .., ( ξ ., #5)) е произполна точк .ot куба C,. т,- igf o), #9 m(h). Тогава всяка ΟἹ UV
а

mih) еа)

Σ JEEW κ Σ mh"
Ф | й |

има граница при h—0, равца на п-кфункиията Дл) върху областта (
При

CHMILICKe

ратния интеграл (3 17) o
-

мери, 1) Да се прееметне обемъл Г.(#1 на п-мерия

я

Ха vy, .. Х.) Е Е :х,-0, (=, З . ...0n; Σ N, 2А
§ =

¥
-

Прилагайки фармулата (3,18) ча повторио интеогриране послелона-телно (10 променливите Ve Хае Ха получанаме следним "зпа.за обема.

А- «ι" -- Жа Σ [Я

я = "“" „А | ке ,':.tf.l.
(3.19) Т(я) a’ (f( (J m) )ὡ)ι

0 o

Във всеки or ннтегралите в дясната част па (3.19) правим смчнана промейлиавите хХ.- Л. ха- ξ ., „Х.-- .. Палучанаме
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o o ( ( J‘f"' а
LTM

{319) и (3.20) с ледва. че T () =h“T (1), За пресмитане Ha T,(1)

чаваме с лезната рекурентна Цюрмула:

NS . | ἰ

- 454 | ... 7 4ξ] ἀξι-- | Ty (V—=E€)dE;—!U ( ιἷ )‘:)‘1 Б[ 1 1145)

.,[п-гтъч N а τ Τ b j (е 5)71 4 - T (1) - -
μ

зователно Т„(!]: " π ι 4 Ty и тъй като T(1)=1,

ιι“η =

! 2) Пр(ч. ч.шгпете обсма {{ на л.мерното кълбо #( #) v радиус #:

11

Фзползуваме формулата (3.18) н получаваме

VAR = Ι'] f Гах,йха ς dx,—
: 815)

-3 R AR Ve X
;4 ЗИ Ε ἄχ ) .o 4)4

Ἂ ὰ .Ъ;Ч*- :ἷ ͵- а1 |

В еднократните интеграли по променливата х, правим смяна ΠΆ

променднвите х, Ξ Й5, (i=1.2,....n) и получаваме

'Ι
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5

- VI-— 5

ἐπ Π

За пресмятане 8 VAL). κΚακτο и в предишния пример, получаначцарекурентното съотношенние

! Ν : а
V)= / У„...(ь.п-гг)ае.ьь!/п-ер?и„-,„ше,--- |

4 Н 1
Vo) . [ (1—gy δξ,.

=

„ В nocaegnns интеграл правим смяна нца променливите #, -- со5 #.я

въвеждаме означениета /, — f “ Β 8 п paemame предвид. че.

υУ, (1)- 2. Тогава

2Че

V(D)= 2V, (1) /‘ ST 8419 -2V 1y 7, .. .
0

e

-'-’-‘2" Ч 1;-;' Ι;; ] ¢ 5 Ig. Vj(l)"*l‘-“‘ IN ,д TM I ,1.
откъдето обемът ИК,(#) па #-MEPHOTO кълбо с радиус R се дава 01формулата

ин(д)дгндн !м Ih‘-—l Бе !-μ
откъдета, използувайки известните фопмули 38 Ннтегралите |
окончателио получаваме

а!

ΤΗ ЕЕ ако пе ΠΕΉΘΤΗΟΘ:

а я
г 4 S 3HO n e uerpo,

Β π. o4, # 5, глапа 9, част I e показано, че

' (kD)

(k=111 =
- T

 - -2-- 
ако & е четно,

П
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5 5. Смяна Ha променливите

в л-кратния интеграл

-

х

Формулата 38 CMAHA на променливите, която ще бъде доказана в

тази параграф, е елдно от най-важните средства за пресмятане па

п.кратни иктеграли.

Предполагаме, че функцията fly)=f¥y, Уз. ..) е интег-

gyesa в някоя Затворена, ограничена измерима област D в про-

erpancTBote L7 Предполагаме също, че OT променливите Уз. Уа .. Ул
алеминаваме към променливите Xy, X, ..., X, Т. С. извършваме пре-

оабпразованието
«

-'ἰι

Уу ψιίχι, Хал не Ха)
Vo= χ Хае .. , Χ )

« - - . «“ .

уцшф.(хг Хз Π Ε Ιῃ)ἰ

което може хратко 18 бъде запнисано като
{

$.217) у- #0)
зразбирайки под у точка от л-мерното пространетво (Y, Уза . « . „Ма),
MOA X - - точка от л-мериото прастранство (Χιν Xy, . .., X,), 8 1107

‘B - съвкупността OT п функции 9y, dy. Ύ Py

| Означаваме с D' тази ofauer в Е“, която при преобразона-
Ението (3.21) нди (3.21"} преминава в D, т.е. полагаме D - (D).

#При това винаги ще предлолагаме, че преобразовацието (3.21) win

(3.21%) допуска обратно преобралюование, така че D'=4¢ YD),
: Ще докажем. че ако фуньцните (3.21) имат в областта D' не-
“прекъс нати кастни производни OT първи ред н ако в тази област

якобианът

“
1

1:,
il
:

'

“

:

1

D(x) Dixy.xg. Ξ Ж)

.е различен OT нула, TO за п-кратния интеграл ot функиията f(y)
върху областта D е вяриа следната формула 3a смяна на промен-
ΠΉΒΗΤΟΙ

5 (3.23) Г ак -- [ flaeo) 9 g,
. b D" П(х)

коята в полробен запис има следнии внд:

ка D и
τ (3.23
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; : ἰ f :j-/ *is.'./f[g‘l{'rl ека “гп) Σ ?&n{xl ак .Тд)] !НШ" ';*.V{:}

якобиан (3.22), mo за gy
е пярна формулата sa смчна на Пуро-

“ ἰχ L а| 

.Ц(хд.„-.х„). 
! 

й
1а %„.. H |
TRl . По-точно we докажем следцата основна теорема:1... | 

Теорема 3.8. Яека преопбразиванието (3.21) иазойлазява 2зац:.Ξ Μ Π но еднозначноо колнестта U' на областта D' в околността {{ .“t” | ἷ 
областта D (съотаетно D' g р ). Axo функциеите (3.2/ ) ажмат .

ξ͵ H‘ областта D' непрекъснати частни производни от първи ес .
Π

Ιἷ ι

1

| интегруема в О функция Ду)й! менливите (3.23% ),

11 l всички променливи и различен om нула

| Ι} Пека отбележим, че пря Условията па теоремиа 4.8 ι Π Ο ΤΑпреобразованиста ф !, обратно ua D,[ За доказателството на Teopema 3.8 са необхадими седем eἷ Л Отначало формула (3.23) ще бъде доказана в случан, когато преог.
"
Ι!

|

| разованието (3.21) е динейно (леми 1 -- 4), а след това общо «| преобразавание (3.21) се свежда към този случай (леми 5 7).Лема 1, Дко преобразованието 2А) е cynepnosuyus на oΙ. п ресйрлазования г() й у-ф(х), т.е, га |94(ХН, като gouy..I | участаващи в тези преобразпвания функции имат непрекъснат

#42частни произнидни om първи т*д, то якобианът - " {(ἷἓ-ι азет
L ] й ¥ 

.точката x=(x,, ..., x,), ¢ равен на произасденцетао на якобианаСН D)
D(x) " #3em а точката x, и якобиана Diy) ' азет

”H =(Vy.... ._1;,,), където у — {,,,(.1?). ", e,1

1

. 

" ἢ(2) Diy)й (3.24) D ΡΌ Bl

A mowKama у

Ш или в подробен запис
'*':fl)_ fl(‘zlt‘-'l:

: D(:l'____ - 61 ε- Ш. Щ,..„,Щ.
‘D(‘tl"" 'i'rflj Ц[У].---.у„) и[хд.... .хд,

Доказателетво на лема ),
! 

. 

д-”:,г 
Ὦ 

. 

Ε

Ν #-1,2,...,п елемейтът ox, (Х), стоящ в А-тия ред и в-тия стъло
fJ(I) в а "Ha якобиана Dixy' взет B точката X==(x,, ..., Δ

у 
W) N0 правилото за ̓ диференииране па сложна фупкиция ¢ равен 8Ι!

За всеки 1- 12 ς ς 0 Π нН

“! 5 τ , ῶ д,' 3.2 Ly =Y Y #4
5 [3.„5] Н (¥) = T (v . ὅτ;

:ιϊ
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7 Не 0o правилато 33 умноженис Ha детерминанти PalencTROTO
. Ὠ(εὶ .
1(3.25) означава, че хкобианът | Β3ΕΊ в точката ¥, е равеи на

i . il [Χ0] -
| роизведенлето на ἩΚΟδΉΠΗΝ g, ¢ DT в гочката v, п пкобиана1

! l,! <)

0950)

ч Нека напомнем, че линейно преобразовалнине па коор-
А зянатите ге парича птеобразонвание от вида

„

BicT R точката v, Лема | ¢ дзоказана.

ο e ῖ R T e L PP

Ρ уц ащ не + аХа
(8.26)
e 

B 
« 

“ 
Ἐ 

Ἐ 
+ 

+ 
+ 

- 
5

" Ο o o g

# „жъдето a . A-:1,2,...,0) ca произволиин константи.
. ча 14| За динейното преобразование (3.26) якобианът fi!&; егъвипада с

|
"Детерминантата на матрицата Πὼ гова преобразовацие 7 - | a |, ὴ ̓ . ¢,
"

, Π(3.27) Dix) «ἀΔ0} T,

JAKe тези детерминанта с различна от нула, 10 линейното преоб-
разование (3.26) се нарича нензродено. В този случай съще-
ствува обратното преобразованне, също линейно и неизролено, и

" Π Ypassennara (3.26) могат да бъдат решени Относно Xy, Ха. .. . X,.
4„Линейното преобразование (3.26) накратко ще означаваме със сим-

| Boaa ν - Т, а обратното му преобразование --със символа у-- Т Ly,
у Основната цел на следващите ΤΡῊ леми е доказателетвото 14

Π факта, че за пеизродено линейно преобразованне (3.26) и за венка
“1) непрекъсната функциз Лу) « pupna формулата за смяна нпа про-
| менливите (3.23), която поради формула (3.27) може да се прел-

ъл стави във вида

ι

ι

ῃ

% (3.28) j f(y)dy:f fiTx) detT ἀντ εἰ ΤΊ f ATy,
| ) b o

ЦцЦиален вид:

1) линенното преобразованние Т,, което към Е-тата койрдикната

O, |npnGass jetara координата, а всички останали коордичети Ο за-

: р пазват;

където OF—=T-'D.

| Отначало ще разгледаме две линейни преобразавации от спе.
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—
i
Ε Ὶ

Уъл при k=1,2,., i_1, Ἐ

| }’ ;-x." "E"xj_-

HaKp&‘rHfl записано като -р-ТЗ.Г.Х;B
| ξ 2) линейното преобразование
!151 дината с чнедло A=! i

|
|

T}. KOETO умпожава (-тата коор.
0, а всички останали KOOpANHATH се запачват-

| накрат KoTM записане като ye=TAx.

Лесно се вижла, че

fi ἷ | 1 0 1 0, , А

" | "НЕ | П1
" 9 Ж 0 й

} ....1 И следователна иреобразованията T, ἡ Τᾖ са нензродени." !Ιἁωΐσἓ. За щ,вие;;,щзованцлта Ty и T} и за всяка непрекъсι ната а облавсвтта унк е ваярна o ат 
,ξ} { ApoMenauaume (3.28), ия 10) #На формулата за смяна на

|
!
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. . - - - « ΙἹ ̓ b

¥ { (Куе К) τ Ξ Халъ фу k=i, ,—‘:Ex,;:.-- } при A>0 μπὴ
. „-- ) . | bi . α.

s {(xlc‘-avthflkgxgébkl k=i, T ξ ξ f} πρι: А<0.

" ΙΤ’;] 'R e измеримата област

.m

| . ̓. От”формулата 3a повторно ннтегрирапне (3 18) получаваме

К. [ F(ydy=
| “
нь | ΐ еа ει 4 ;

f f ‘f{fF(yl“"--n) dy;] d,‘o’;-”d}’a_ldjr'”.[...dyfl.

¢ ” Прилагайки B еднвократиня WHTErpPan по променлинвата ¥, фор-
F лата 33 смяна на променливите ν,Ξιλι, за случая“ина пре-

ΙΙ

образоввнпе Τ’“ и у + Х, 38 случая на преобразование Τ, (вж.
9 5. глава 9, част 1), получаваме:
4

- ς

а) 38 случая на преобразование T

f

fFU"l* .. lyn)dyt "
"

B

F.

i f F(y;..---y:-z' ;‘-—r;' }'j*.j,._*‘_l’n)ldxi ΠΡῊ )-::-’0,
Ι ξ{ὃ 30 = “Μ'Ξ

I, f Fiv o Yo аУл е се У =N dx, при А<0;
. 51

{ 6) за случая na npeobpasosauve T,

:! 5 ΠῈ
? (3 30*) fF(,‘i't Ἐ - - :}iu)d}'; _f F(}ljl !_}'!—I . fi*;h;."‘rj' .!"‘i'fi'!‘ .. '.pfl}d":i'

ΕΝ fl‘r*—-.!j

I Замествайки (3.30Y) (или (3.30%) в (3.29), използувайки отпово фор-
Ἷ мулата за повторно иннтегриране (3.18) и отчитайьи, че

1, ако Т- Т.;.

ldetT:{II«]. ako T=T*
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4 също подагайки У
¥

=X ΠΠΗ Η2]12'..͵.{ ̓-1. ,ἶ-,ι- ,- .Φ;Ξι ::'ιἸξ'τ
чаваме равенството (3.25*). Лема 2 е лдоказана.Лема 3. Всчко неизредено линейно Препаразование (3.26)| да се npedemuan като сН уперпозиция на Kpaew бройо п рс*г?бра.Зитщ-з„„.дот вида Т,, или T? за -0.

Доказателство на лема . Ще разлелим локазаге -
вото на 3 стъпки,

Г етъпнка. Ще покажем,
смейящо MecTara на г-тата п j-rara коордиината (приостаналите координати), може 4а Се предестави като сна шест преобразования or вида T 7АН ,

Наистина, запазвайки и записа ца (v, x,, ... «Х) камо etyЛите се запазват непроменени), ймаер

(v, . х) Т,:; (xf‘a"-‘t;. х,) “7““*?, {(-τ ο

че линейнота преобразование г

запазванес .,

Ὑ ΠΟΏΠΟ μ

4

П у-тата коордаината (остана

£ A!) T
—r (--.η--.ϊ, + ""‘.Ttr} —':';‘ {"J‘f—x" ' Χἷ}  ̓7".-"

T; “

и ("‘_‘:I‘ Μ .rl"t) -—.T--i (Ἱ.} ' -':Jr),
i

T. е. Т*=Т;.*|Т„Т,.-|Т„Т;ЧТ„.

2 стъпка, С kpaen брой смени на местата на лва реда плистълба (т.е, с краен брой преобразования от впда T') всяко Σнейно неизродено преобралование може да се доведе до линейноапреобразованне « матрица la |l всички главни миньори на коятоса различни ΟἹ нуда, т.е.

ще

dk'- “ - & + - #0. k'—],?-...'n-

3 стъпка. Ocrapa да се докаже, че
с различни or нула главни миньори може да се представи катосуперпозяция на линейни преобразования от вида ΤΝ T} . Товаще докажем но ипдукция.

За k=1 разглеждаме преобразование Т с матрица

линейно преобразованис

, . Δι--σι τ .
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ΕἸ

ἰ

:

реобразованнето T изобразява х-(х), Хе.... ..) в (GyXy, Хе

. Ἀφ Ξ χ. т.е. ΤΌ ΤΗ н твърдението e вярно.

„ Разглежламс сега преобразования Т с матрина
ее

” ац - - - ац
СЛ ИЯ НИ ИЕ Я R Ο

Δ) - е Uy

ι
0 .

Γ

редполагаме. че такива преобразования Т ΜΌΓΩΤ да ге предста-

като суперпозниия на преобразования ot вида T, Η T2, 1. е.

ществуват Kpaen брой преобразования от вида Т,, и T, изо-

Трябва да докажем, че с помощта на суперпозиция на краен

брой преобразования от вида Τ, и Т2 векторът (3.31) може да се
иведе във внида

“

| (@t еее F @ Хвара се е. аХае Ванеки Δ εἰ ν
.32)

ὥμκαρι Xyt τ " Π )ρ, ἀξε o X2 ааа .1"„)..

.е. преобразование Т с матрица
!

ч.

. 
ἄἂγχῃε - - . Ay, Qyik+1)

| . Ν “ ¥ " 5 “ « “ м м и ()

! .3.3) a” . Ξ "Ἱ.ιι αἱ{ἰ-}-”
: 

ετ е. ἄμ ἄμ ι μΚ ἘΠ

ι 

1

0

ча

може да се представи като суперпозиция на краен Прой преобра-

зования от вида Т), н ,Τζ“ .

За да докажем това, отначало 33 ΒύΘΚΗ номер 1-#.2,...,,
34 който елементът ад:+и--0, извършваме иреобразование, което

е суперпозиция на три преобразования:

14 5
T аИ T T ik 1)
в цЕ ) к« |

(33 тези 1. 33 KOMIO ацача, -0, гакова преобразование не извърш-
ваме). Суперпозицията на всички такива тройки от преобразова-
ння за 1--1,2,...,Е изобразява вектора (3.31) в
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l [(aii-’fr‘f‘ .е “**дцх;*гднмп Хелу че. а ее(3.34)

]M 

Ἔσκα ) ἀκμεαν Aot ἀκραζννος Χ, ).

|
” 

Тъй като миньорът А, на матрицата (3.33) е
ψ

 
| 

T
O
 
р
а
з
л
и
ч
н
а
 
O
T
 
н
у
л
а
 
е
 
и
 
p
a
B
u

г у

различен ог нуда.
ата му детермнинанта на матрицат.

! 
(3.35)

Чу υ 00 Су ἄκ(μ ῃ

“ Ty -« . Gy, ἄ μῃ )
T 0... @ 1 е.

Следователно съществуват числа 4), Ay, ..., Ак+1 Такнва, че сумат,:на редовете на матрицата (3.35), умножени с тези числа, е

|

Ч TSI QR « iy 1k gy )
| T.¢. efpaBHa на първите Δ- } елемента на (А4+1)-вяя ред μῈ ма-| трицата (3.33),

Това означава, че ако за всяко f=1,2,... #+ |A0, извършим супнерпозицията Ο Tpure преобразовани :tl T}""’?‘{H;;;T}f (32 тези §. за ΚΟΗΤῸ dr=0, не извършваме съответ.81 суперпознция), то суперпозицията на всички тройки преобраНЕ зования нзобразява вектора (3.34) във вектора (3.32).С това лема 3 е доказана по индукция.

4

Ш l Jlema 4. За acuxo неизройено линейно преобразование (3.26) +... l вслка непрекъсната в областта ) функция

|

Тикова, че

Ге аярна формулатиза смлна на променливите (3.28).
Наинстина формула (3.28) е

ὶ ! ннята Т,, и T} (лема 2), но всеяко цеизродено линейно й реобра-

|

, зование се представя като суперпозиция на преобразования (лдемаΝ 3). като якобианът на тази суперпознция от иреобразования ¢ pa-| ἰ вен ца произведението OT якобианите им (лема 1),| Следствие or лема 4. Axo G ¢i произволна измерима област в| πΤ е произволна линейна неизрадено пресбразование, то п-мер-| ният обем У(6) на областта G 4 п.нерният обем И (Таб) н# образа й TG ca свързани с равенетвота
(3.36) V(TG)=|det ΤΊ. V(G).!

За доказателството на това твърдение е достатъчно във фор-мул (3.28) да положим ἢ -- ΤῸ, D=T-'D=G и ΚΟΞΞΙ в οὔ-ластта D.

Нека сега е дадено произволио преобразовацие (3.21) пде(3-21*) Ἢ ca изпълнепи условията на теорема 3.8.
| При това двата интеграла в (3.23) съществуват, ако 2 ̓ -- ὅ р)
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щ «

Ἐ

„измерима област, така че е необходимо да докажем измеримостта
фр" и ръзенствптп на нитегралите в (3.23).

м ,

Нека -д;!-!(х):./„(х) (t./—=1.2,...,n) са елементите Ha ма-

нцата на Якоби, взети в точката x—(1,,..., х,). а camata Ma-
рица на Якоби J,(x) означаваме с Д τε . (x). Наричаме nop-ἜΠῈ

@ па точката x=(vy,....x,) величината |х -- max |х,|, а
Ξ Ξ Ἢ

орма πὰ матрицата A='a, (i.j=1.....0) uncaoro
“ 

я

|! = max[z fle;I]~ Очевидно. че ако у-- 4y, 70

.37) (¥ = Ax А χ.
ен това е чсино, че 3a едицичната матрепа имаме | F Пе .

Лема 5. Ако са изпълнени условията na теоремяа 3.8 н Се
п-мерен хкоординатен куб. принаддлежащ na областта D' то пемерн
ият обем на куба С и пч-мериният обем Π образа му Ψ(ΟΣ) са свър-
нн с неравенството

3.38) V еС)) [max г /..С „ ΥΩΝ

Доказателство на лема 5. Нека Се п-мерен κ с

ентър в точката U= (Χχ .. X,) н със страна 25. Тагава кубът
, може да се определи с перавенството

“

.38) | x—xf =ΕΝ Ὶ

От формулата на Тейлър за функинята ина п пироменливи Y ()
(. n.3, § 5, глава 13, част 1) съществува число 8. в интервала
(0, 1) такова, че
2
ἐ

-

ф,(х)-ф,(;:)т Σ !„[.; + Β,(.ι'-ἆ’)]:(.ῃ х,).
{Ξ}

Оттук и от формула (3.37) следва

4

(3.40) φ )-τφον) - (max |2 1 хе
rf{ i

“Полагайки ме (x). ἷν..ᾠ(ἷτ], ст (3.40) ¢ (3.39) получаваме

' -y—-_f' 1ъщ 5. тах ο{ (Χ} Π
rEf:

. По такъв начин, ако топката х принадлежи на куб Ο съ страна
525 и с DeuTLp B точката T. то образът v— (X) на TOYKATA х при-
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-_ 

ене ие еее ееа ен е

| . -
надлежи На куб с ΠΡΗΤ в точкага м- ЩА) κ N T

IEs.max а } . Сиелователно мпиожестното () е измериц: (.:ЕС

Ре ПА ЕИ С)
A .

С тоава лема . е доказана.
Следствие | от лема 5. Auwo са илпълнени условиЯта на ти-

рема 38w ебласпина С е чамерима, mo и нейният образ Ф(6) .
измерим. В частност, ако D с измерима, те п DV=94-YD) ву -
мерима.

Дейкс твително границата на веяко измеримо множество 6 ,
множество с лп-мерен обем нула, а такова множество съгласьл
лема 5 се преобразува в множество, чийта п-мерен обем също г
пула. Измеримостта на областта  ́ - ψ (0) следва от това. чет
уславнето на теорема 3.8 за преобразованието U= са изпълнени
същитТе Условия, както и за ф.

Следствие 2 от лема 5. Axo функцията Ду) е интсееруема -
облаасттиа D, # -1,-4(0) а ὰ изпълнени усливията на птеоредми:
3.8 то Лф(к)), а следователно и Л( х)). | det Jo (X} са пнтегри
μ α .

Лема 6. Hewa га нгиголнени услодвията на теорема 3.8 ц онек:
С ¢ производно памеримо подмножеставо на D', a ψ(Ο) е образти:
му при преодбразеваничичо (3,21), Тогава за ц-мерния абем на oo
ластта ай) е иапълнено неравенството

(3.41) ViGN = ! Ἐ

ДоказателетТтво πὰ лема 6, Първа стъпка. Ще локце
жем, че за BCAKO нензродено линейно преобразование Т и за се
п-мерен куб Се D' е изпълнено перавенството

(3.42) VIO = [det ΤΊ [max | Т() . V(C).
ARC

Следствието ΟἹ лема 4 raach, че за pesiko измеримо множество (:
" за всяко линейна преобразование Т е изпълнено равенствого
(3.36)

V(TG)= |4сЕТ |. V(G).

Полагаме й- Т-щС). Тогава TG=T(T'PCH =YY н

(3.43) VWO == |det T . V(T—! ¢ ((}}.

Дяс ната страна на (3.43) оценяваме с помощта на неращвенцството
(3.38). в което пвместо преобразованието ф разглеждаме суперпо-
зицията μὰ преобразованията Τ ψ. Получаваме
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V(MO < 19е Τ Дтах | J - м (ХУ” . V(C).
IEC

ОЕ Ле - Τ . защото матрицата на Якоби
синейно преобразованне съвиала с матрицата на това преобра-
o Ho това означана, че неравенството (3.44) може Ла бълде

Като (3.42). С rasa нерзавекството (3.42) ¢ доказано.
"Втора стъпка. Сега ще дохажем неранелнствога (3.41). По-
. пространетвото BT « мрежа от п-мерци кубове ъе е грана

С,. ς .. . Сдла) са те кубове, колта изцчдо се етдъм-
и нека Gy— , C,.

Том ец

Във всеки от кубовете С, фик“ праме пропзоолиа точка A, й
нсваме за всеки такъв куб С, ненавенцствота (3.42), като пола-
. Τ ο , (). Получаваме

VL)) - де Ja(x)|. {max / . (2e)] & 3 [} V(2.
r(f,*

τ като елементите на матрицата na ФЯкоби ca пепрекъснати
на променливата x Β областта . то сфункцията

ЕИТ [14(5)]““!,4,(.1-)„* се ипиепрекъсната (следователно и равно-
се „„нелрекъсната) функция на променливите х # Е в областта
D7 Поради това ча всяко ἐ можем да изберем такова #7>1(),
щом 23, <20 д(х, ζ) , πὰ имаме |+(х. #) -(#, E) <z Тъй κα-

К 1, полагайки +-б.-Е, получаваме, Че при s, ξ)κδ е
o πίνὶ ξ По такъв пачин, сако изберем ἐ . то
ο  ́ι.!',ξ{.τ,}}"ι!ψ{.ι'}ἓἰ"ζ!-}-ε (за влгички Е) н оценката (3.45) може
А ме във ΒΗΝᾺ

--ὄ ἘὉὦοὃ

w o

VEHCDI= (1) . Tdet х) V(C).

- Ν }Ξ ὰ в ч

И VG Ξ - ε} Σ 9е еаН . V(C,)
b

с твърдението, формулнирано а края 18 § # на тази глана, с ледпва,
- граничата пря й-0 на дясната част на (3.46) съществуВва 1o

на (!-;-з),/ | det Л. () ! ах (Ξ е произволно положитедно чнело),
G

roaz lim G,—G, така че при #--0 от непавенстното (3.46)
ἡμ-τῷ

неравенството (3.41). Дема 6 ¢ локазана.
Jlema 7. Ако га изпълнени усасаията на теслеми 3.8 ц ΡΗ
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е
 
5
6

  ́ 5" “πτεγρη 
О

тона npednnsazame, че функцичта f(y) е нейтрицателна « р¢ ячрлна фармулата за смяна на променливите (3.23).Доказателетво на лема 7. Покриваме пространЕ“ с мрежа от л-мерни кУбове със страна Я и означаваме | Aее iy ТеЗи 01 кубовете, конто инацяло се сълържатв О 2а,-07Ц(С,). За вечка от областите G,(3.41)

(3.47) V(C,,),?,«_! 461 Jy (v) | ах.
by

Учножлваме двете страни па (3.47) с m,, където

iy НИ Ду)- и / 3)
с, G,

" сумираме получеците неравенства по А or 1 до m(h)
а е(Пу

(3.45) :Στ Ν !!’ιζ,}].-ςἓΣι т„!; | del Лу (x) dx.

По формулата 3y кредиите стойности ъмаме

ἑ Л() 1101!4,(.1*)%43*:„„ fl et .!ф;(х)ддх.
& . a,

RBACTO д, Е [, . M,), M, - ьзцт Л( )). Следователно
#

К [11!::1./.1 (V) а н f[dr:t Л. (х)!а.г---[][ф(х)]ше! Jo(x) ах@, 
My 2

Я
&

н неравенетвота (3.48) може да се усили:

(3.49) Σ т, И(С,)< Г [Φ(Χ}}..1 det J,, (x) | dx.
Ф1 k=1 G,

Or твърдението, формулирано в края на § 4 на тази глава, пол .чаваме, че лявата етрана μἢ (3.49) прН #-.0 нма гранииа, рагна. 
My

на [f(y):!y. I тъй като П Σ (Ξἑ-.-.ῃ’-:φ-ιίῃ), TO ΠΡῊ hes0 70 
f1—{1 k=g

(3.49) получаваме

(3.50) !]Ἱ,ν) ду ξὄ[]'[ψ(.τ}ὶ .| det . (%) | dx,
Сменяйки в горинте разсъждения ролята Ra О и DY, разглеждайкиB В*фуннцпнтзд (.) - 7 (х)) | det Л.(Х)!, и изпо21звувайки лема | o

iy
o4

- κ

2ка
. записваме неравен Ἴπητι,

У Т Тл }

'

|

|

ῖ
|

|

Ε

If

|
|
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# # " ΕΝ " ΕΝ . # Νч..
"
εὶ
5

«

й

i. e α gΝ 32 детерминантата на произведецие на две матрнци, по-
B обратнота перавенство
!

|

, 

-e Гу ча: ) ae=[ 1
Р - (9.50) 1t (3.51) следва формулата 18 смяна на праменливите, сΝ лема 7 е доказана.

w Доказателство на теорема 3.8. Нека fy) се пронз-- интегруема върху областта D фуньция и са изпълпени усло-
Π Ha теорема 3.8. От ингегруемостта на Фупкцията f(y) в 00-
-~ D следва. че съществува константа ДГ>0 такава, че, o =M в D. 38 всяка от неотрицателиите Функини ( ) =M
А теорема 3.8 е вярна поради лема 7, Тагава от
Пе С на интеграла следва пернастта ца формулата
с W 38 разликата 1 )-- ) λῖν) С това теорема J.8 е до-

Забележка |. В условията na теорема 3.8 може да се до-
| пуска анулнрането на якобиана (3.22) върху пккое подмпожествоΙ ' на D' с п-мерен обем нула. Найстина множеството 4 може да

се вложи в елементарна фигура С с произволно малък обем, като| съгласио доказания варнант на теорема 3.8 имаме

. (3.52) Глу υ θωϊμιν o ax¢ 00

2Извършваме във формулата (3.62) граничен преход по редяцаот елементарни фнгури {C,}, ScC,, п-мерният обем У(С,) на конто
КЛОНИ към нула, и получаваме, че формула (3.23) е валидна и вἷ разглеждания случай. )

| Забележка 2. Както се вижда or премера, приведен по-
ς долу, изнскването 38 взанмноеднозначност на преобразованкето ф| € съществено дори в случая на свързана област, в която е изпъл-нено условието det Л4(х).-0 за всички хЕЕ".

Пример. Нека D'={(x,.x)¢E* x,¢(0,1]. o€ |-Зх, 2π|}, а
} -- ψΨ(Χ) е зададено с равенствата

|

ὶ] Уе) со5 х.,
| Е, »εξεῖ 5 х .

]' Torasa D=D")={(y,, y,)¢ E: ΙΞ Ξ ΈἘΗ ,
г. Лесно се вижда, че ΞΚΟΘΗΒΗΈΤ на преобразованкето « е det / „(Х) <
| 2150 33 всички χ £ Освен това
Г

4

|

ἰ

Г ἀγιάνετιπρο-- )
i

|
1

[
} I} Матгзматечески кналаз, 1 чесе

|

:

I
Ε
Ε
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2= 1 |Е f f | det Ха (xq, х.)|ах; аха- f [[ ег с[х,]„а*х,=2п (-0,
b’ 

-2т υ

‘T.e. формулата 38 смяна 8 променлявите не е валндна.

§ 6. Пресмятане на обеми
на л-мерни тела

В 8 4 па тази глава отбелязахме, че интегралът

(3.53) 1-ff. . fld}'ldyfl-”d}’n

е равси на л-мерния обем V(D) на областта D. Затова e естест.вено да наричаме величината dy,dy,...dy, елемента рен обемв разглежданата декартона каардпиатна система Оу;,у,...у,.С помощта na преобразаванието (3.21) преминаваме от декап-TOBMTE координатн у γ) ..., ¥, към нови, изобщо казано, кри-воли нейни координати Xy, x,, . . „ Ха. ТЪЙ KaTo при Takaea емнич(съгласно gopmynara ag смяна па променливите (3.23)) интегралът(3.53) се преобразува в

слементарен обем B к

И така модулът на якобиана характеризира «разтяганетоз(или «свиването») на обема при прехода ὍΤ декартови координатиδχν Узне. .„ Ул ΚΈΜ криволинейни координати Xy, χα, .. x,.Да пресметнем елементарния абем в сферични и цилицдричникоординати.

1°. 38 сферкчните координати B праостранството Е

{Ιἕτςοεφεῖπθ,

y=rsingsin, (r=0, 86 10,5), 9¢[0,2r))
Z==rcost

якобнианът е
-
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- |cosgsiné —rsingsinb rcos :рспзб[
рКе) < isingsin rcospsiné rsingcosl, —r*sind,

(г. .) со59 0 —rsinf |

ьедпнателнв елементарният обем е ΓΞ 5т 0 47 46 ἀφ. |
“ 90, 38 цилиндричните координати в пространството Е

. 
1

= =

Ἷ
.

ἘΗк

, X=rcosys.

. {y:rsirw. (r=0, ФЕ |0,.25), 26 К)
15 =1

:дпбнзнът е
ι Σ ;а |cos® ~rsing 0

- %%»!:„Е;„ SiN Ὸ rcossy Ω) -τ
! 6 18 0 1

Г Следователно елементарннят обем е rdrdgdz. В частногт за по-
А „Ляринте координати в равннната слементариото лице е гагафв.

м Ὶ 3*. В пространството Е”“ сфернячните координати се определят ς

П. |

Е {xy=rsind, 5 8;... sinf, ¢,

|

1Я х„:гшзвд-;! ΙΞΙΠΘ.. m=2,3,...,n—1,
. Ε А м ау

! X =rcosf, .y (r:0, 8,¢[0,2r), 8, € [0π|, m—2,3.... ,n=1).

Якобнианът ¢

' D‘Itrle* .. trfl, и +

D8 iy = sint~19,.
1 ( . Χ π““:} =1

Следователно елементарният обем B пл-мерин сферични координати
τ

i

. . це

6 γπ-ὶ I | sint—18, db, dr.
К |

Примери. !. Да се пресметне обемът Г на тялото, което

“ цилиндърът Х2+у- Кх изрязва от ΚΎΠΟΟΤΟ еуце К“ (фиг.
τ 3.6)“.

τ ς Тялото е снметрично OTHOCHO координатните равнини Оху и
Т Oxz не разположено вдясно OT равнината Qyz. Затова е доста-

тъчно да се изчнели обемът на четвъртинката OT TAJOTO, лежаща

. B първи октант, т.е.|
1 =4f6ffdxdydz.

| -' " Tasm q;ar\n)a се нарича «етяло на Вивнани» 00 името на нтадиански

матемаТтик от XVil 8,



, [0, Ν соз φ], Ζ Ε 0, уе .

на променливите получаваме

пу #Ж ο yiieV=4fb/‘frdrdqsdz=4f f, f 1. 42 аг ἀφ--и 
υ υ

ΟἹ формулата 32 смяна

ῃ; _ Σ , "=4f |еу ааа -Ξ-Ιἓ"(ἰ-ειπ"φ}όφ---Η’(-Ξ--.-ἷ)¢ υ 
υ

Получихме

бото, от което е изрязано
2. Да се пресметне интегралът



4

.
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S ал
-

¥

це отдолу от равчивата z=0.
#Г Преминаваме към сферични ΚΟΟΡΠΗΒΒΤΗ. Уравнението на по-
)върхността (3.54) приема вида

: ri=a'sin*@sinpcos τ.

1 Забелязваме, че 235 за точките от повърхността на D и отчи-
Етайкн симетричността на тялото относно OcTa 02, след смяна на

променлнвите получаваме

| τ πιν α χἱα 6уе 4 τος 9
I=2ff f 13 5 Πφ со5 1 5111 8с050 4г/ 40 ἀφ -

o 0 o

в т2
а а! 

а
: 2 Г а с0 5 ͵, 1 Ἢ sin :рсов,.с!ф.п[ 5113 0с050 48 =—

3. Да се пресметне ннтегралът

| I:ff.b.f\f.r'f-}-xg-i- o xadejdy, .. . dx,,
i

където D е п-мерното кълбо с раднус R и ¢ център B началото
"R

i

на координатите D={(x,,..., ¥, )¢ τ Σ <R} n=2,
Ел |

: Преминаваме към сферични координати в Е". Областта e па-

ралелепипедът

1
i

с
'}

Е D'={(r, 8y θασ )€ Е": г € [0,R),8, € [0,25],8,€ [0,7], k= 2,3,... ;i —1}"
.
¥

: Формулните 38 смяна на променливите (3.23) н повторно нятегри-
. #7 ране (3.18) свеждат пресмятането на интеграла до

-

ὰΞ τ

т - | . | 48,. [ sin8.d8,... тте 8 98л-4.

s

2 Използувайки формулата 38 пресмятане на интеграл от степените
‘ , на синуса (вж. 0.4, § 5, глава 9, част ), получаваме
ἐ

' ̓ῃ ̓ Вд-!-!
¥ =270 A,
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5ὶ

Ае П : ако n е четна,
Л(П)л (n—2)I1

L | "--}

2 е

2 к 8κΚὸ пе нечстно.
(n—2)11

4. Да се пресметне интегралът на Поасон

ЕГ e~ dx.

Разглеждаме в равинната областите

Се- (хМ) 6 Ε :л 4у R?, хле0, с0)

и неотрицателната функция на две променливи ¢+ | На фиг:
3.7 са показани областите Св, Сза -- четвъртинки 0Τ кръгове с
раднуси # и 2R в първи квадрант — н областта Ку -- защрихо-
ваният квадраг.

Тъй ката CRCKpcCup, то

(3.55) {{ съ ахау [ [ ее акау Г ечеъ акау.
Кя Πῃ

32 средиин mirerpaa κ (3.55) получаваме

.. R R я а
J j иЗ gy dy‘-”-" ъ[ ρ ́-αὶ χ. f o d_}'-‘-‘- ( f e—= dy )" ,

ἈΝΗ Π ῃ
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-

=

3 да MpecMeTHEM оставащите два интеграла, правим полярна смяна

<. координатите. Областта, която при това преобразование пре-
.Г-::ь

..‘ -’-1:

; Съе 6 Е“ :е 10,8), φέ[ο, Σ }
"

 ̓ρπ.ππεπε формулата 38 смяна на ΠΡΟΜΕΗΠΗΒΗΤΕ H получа
ваме

Се
) -

πὶ Ξ

€R ся а 5

: [f e ey 3 (==,
. Τ м
Г и

Е Замествайки получените изрази в (3.55), получаваме

ι V= Я e, Ξ(Β.ΒΕ) Ъ;: п.*Ч-Гй. ;;_;f е-х* dxfi:'_;_ ll'l_g-'ifl‘ .

а -
я е

: Преминавайки към rpawuua в (3.56) при #-.оо, получаваме
( | o0 м

] ΙΓ dx=", "
' o ”

ЧТози елегантен начни 38 пресмятане принадлежи на Поасон.

§ 7. Teopema 38 почленно интегриране

на редици и редове от функции

В § 4, глава 2 беше доказана тео?ема 2.8 за почленно интегри-

„ ране на редица от функции (/.(х)) върху сегмент [a, 9) от реал-

ната права. Аналогична теорема с вярна н в случая, когато ре-

дицата от функции е зададена и интегруема в някоя област в про-

странството Е” (m=:1).
' Теорема 3.9, Нека D е затвореца ограничена измерима абласт

в ETM, Ако редицата от фупкции { [ (x); клони равномерно в D към
функпията Дх) н зка всяка от функцяите {{ е интегруема Β

областта D, то и граничната функция е ннтегрусма в тази област,
като редицата може да се интегрира почлецно в ebaactra D, т.е,

f {f(x) ах- lim ff,‘(.r) ах.
екю О

Доказателства, Фиксираме произволно :>0. Както при
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доказа гелетаалтоа па теорема 2.8, за доказателството на
MOCTTa на / в областта Ре достатъчно давува цяло число п такоза, че за веяко 

D

Голяката сума 6 и малката сума 5 на граничната Функиия Лх) н

голямата сума S, п малката сума s, на ннтегруемата в Ὦ ФуУнкица

/(х) са свъпзашг с неравенството

(3.57)

Разглежда ме я
: 

на областта D на краен брод

частичнии области p (1-1,2 ... „) с произволна форма без общи

вътрешин oy, аваме със символа w,(f,) осцилацията Π

функцията (%) в оабластга D, (ш,[/:„)т:знр/„(х)-тг /4(х)), а съса 
i/

снмвола w (f) - - осдилацията в P,
#

i на граничната фуйкция Κυ.

Ще дДохажем, че за веяхо Достатъчно гонеравенството

- 

- 
Е .

(3.58) е( w,(f,)-}- ὍΔ ν =02, .., Γ,
където AD означаная n"Мерния обем на областга Р (можем да счуи.

таме AD, #0). Като умножим (3.58) с обемите Δ, на частичиите
области О ч сумирайхи получените pen: :(3.57). v получавамсе

За веяко ияло μ Н 33 вееки две ΤΟΚΗ ” нD, е в сила Ттъждеството

(3.59)

Ἅ or областта

Лх)--/(х”) = () SN L) = .
Поради равномерната схоцията f(x) o р

3а BCHKO пп

пълненос
(3.60)

| ful%) ДХ) <D
Прилзгайки я дяснаа страна на (3.59) неΤΟΎΚΗΤΟ & τπχ' μ χ -- χ tLITBETIO, получаваме

1) = υ .
Димост на педицата { £.(x)}13 всяко флкенпрано 270

а Н Всяка точка хЕФЙ е из

към функ-
сЪЩествува пу Takosa, че

равенството (3.60) за

(3.61) TR < | () = e Въ
3а всяко Σ Ρ и 33 всеки Abe точки χ', ” D,.От nepasen-racro (3.61) следва

A Sy 2o,
ST ABRCTO получаваме неравецството (3.58).
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ч С това доказателството на интегруемостта на граничната
1 dwHKIHA е завършено,

ὝΤ Възможността на почленно интсгриране на редицата {{.(.}}
. ̓ от неравенството (3.60), изпълнено за всяко x€D, и or от-

.ъ"ььлнззния в § 4 факт: стойността на интеграла f Ϊ dx e paBHa на
D

l;},-:m ния обем AD на областта D. С това teopema 3.9 e доказана.
Ι е приведем формулировката на теорема 3.9 на езика ua pe-

vaose от Функции.

" Ако редът от функциаи
,

Е

3 Σ и) (v=(vy v, ха) € Е)
#1

/

хе сходящ pasHoMcDRO към сумата си 5(х) в някоя ограничена за-
дугтаорена измерима област DCETM ц ако scexu члаен на реда u,(x) е

„интегруема в областта D функция, то и сумата 5(х) в интегруема
8 областта D, като редът може да се интегрира почленна а 06-
-Agemma D, m. e,

f S(r)d.x*::f [ ty(x)dx,
i1 Е |

4 § 8. л-кратни несобствени интеграли

‘B този параграф понятнето л-кратен интеграл се обобщанва за слу-
) чаите на неограничена област и неограничена подинтегрална фун-
киня. Понятието несобствен л-кратен интеграл е формулирано
Така, че да обхваща и двата отбелязани случая.

1. Понятие 32 п-кратни несобствени интеграли.
Нека D е отворено свързано множество в прастранствота Е”.

¢ Със сичвола D означаваме затворената обвиека на D, която се
получава, като прибавим към множеството D неговата граница.

Определенне 1. Ще казчаме, че редицата {D,} om отворени
свързани MHOMECMIZA MOKIMOKHO Запъляа MHOXECMBOMO

Ὦ. axo: 1) 3a всяко цяло п е изпълнена D,C Dy ;2 ) обединението
на всички чнажестза D cesnada с Р.

Нека върху множеството D е деринирана функция f(x), μη-
тегруема по Риман върху всяко затворено измеримо подмножество
на множеството D. Ще разглеждаме ясевъзможни редици (О,1 or
отворепи множества, MOUOTOHHO запълващи множеството D, и та-

кива, че затворепата обавивка D, ua зсяко Ммножество D, е изме-

1 “

1

I
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PHMO множество (OTTVK B частност с
D, e ограничено).

Определенне 2, Arm‘} 3¢ всякКа такава редица {D,} съществиец

ледва, че всяко ΟἹ множествата

и тази граница не зависц om usGopa на редицата {D,), то тазиграница се нарича несобстасн иаинтег рал от функцията Л)върху областта Р ц сс означава с един om следните символи:

(3.64) f ЛДх)ах или f . .ff(.ri, Хае Х )айхах, .. .ах..D 5

При това несобственият ннтеграл (3.64) се нарича СХоОДдДЯЩ,Нека отбележим, че символите (3.64) се използуват и в случая,когато границата на редицата (3.63) не съществува. В този случайиитегралът (3.64) се парича разходящ.

2. Два признака за схо
неотрицателни функцни

Теорема 3.10. За cxodusmcemma на несобствения интгсграл (3.64)om неотрицателната в областта р функция Дх) е необходима «достатъцчцна да съгщестауцда редица ст щзмерими области (О,), мо-нпотонно Запълващи D, за която чиаслозата редица (3.63) е огго.кичена.

Доказателство. Необходи
с обствения HilTerpas (3.64) по определение означава, че редицата(а,), зададена ¢ равенството (3.63), е сходяща за весяка редица ΟἹобласти {D,}, меонотонно запълващи D, и следователно редицата{a,} е ограничена за всяка такава peantta {D,}.Достатъч ност. Нека редицата (3.36) е ограничена. Следо-
вателно тя е сходяща, защото е ненамаляваща (D, c Dy, u S(x)=uw).Озцачаваме границата й ¢ /. Остава да се докаже, че ако изберемдруга редица ot измерпми области {},.}, монотонно запълващи D,то редицата

AHMOCT на несобствени нн теграли 0Ἱ

моет. Сходимостта на не.

a)= Г Дх)4ах
Ὦ:

”

нма за граница същото чиедо /. Пека Ny е фиксирана. Разглеж-даме мпожеството. Бп„- ЩЕ дПННЖЕМ, че СНЦЕСТВЪ“НН такона ny, Че υ]
Βῃζεὓἤ. Ако допусием противното, то за всяко А слацествува
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чка М,ЕЕ-З,;, такава че .Εἔ ¢ D,. Поради затвореността и ограни-

еността на множеството Р., от редицата (МА може да се избере

'Wuua, схоляща към някоя точка M, принадлежаща на Ре

“Точката M заедно с някоя своя околнаст принадлежи на някое

„ множество D,.. Ho torasz Ha 1083 множество Dy (пона BCHUKH

У множества D, с Ἐ κ ще принадлежат точки OT редицата {M,) с
[Еарцнзволпо големи индекси. А това протнворечи на избора на точ-
КТе мд--

: И така съществува нндекс п; такъв, че Dn,CDn. Следова-
жт

телно

. a4, <a, =1,

"откълето следва, че редицата {a)} има 38 граница някое число

P=1. Сменяйки в горинте разсъждения местата на редиците fa Ὑ "

(α,), лдостигаме до неравенството /-/. Следователно I'=1 н тео-
„ремата е доказана.

В края на § 6 na тази главна бе даден пример (пример 4) 38
пресмятане на несобствения ннитеград

I--ff g‘"‘“‘l"d.rdy—limjf c“"*f’d.x*d}';f:.
] Ἀ- π"

Ἶ

където Се (х. у) ¢ Ε, x*+y3<n?, x50, y=0}

n=1,2,.... D={{x.9)€eE*:x20 y=0}

(B пример 4, 6 6 трябва сама 13 се смени означението R с лп).

Теорема 3.11 (общ признак за сравнение). Нека функциите

„Дх) н g(x) навсякъде в отвореното миожество О удовлетворяват

- условието

02 Дх) τ g(x).

Тогава от сходимостта на несобствения интеграл f g(x)dx следва
р

:

сходимостта на несобствения иптеграл f f(x)dx, а от разходимостта
D

D D

Доказателство. Hexa {D,} e редица or измерими области,
монотонно запълващи областта D. Поради очевидинте неравенства

α.- Дае glxds=b,
D Π

на Ι Дх)йх следва разходимостта 88 | glx)dx. #

1 я



OT ограничеността на {6,} следва ограничеността на {a,} и от це-
ограннчеността на {a} ;я следва цеограничеността на (6,) (за
редяца от областя {D,)). Оттук и от теорема 3.10 порема 3.11.

C център в началото на коордннатната
система, то несобственият интеграл от функцията |Х |? върху 00.
ластта D е сходящ прт β' т и разходящ при ΡΞ πι. Ако Ре вън.
ността на горното кълбо, то несобственият иитеграл от функцията
| ¥[~? върху областта D е CXORMUL при p>m и разходящ при p .

интеграли or знакопроменливи ф
ръзките межлу сходимост и abco-ходимост на те.кратни несобствени нитеграли. Както н ἢедномерния случай, песобственият интеграл f Лх)ах се нарича

рабсолютно с ХОДЯЩ, ако е сходящ нитегралът f’f(.r) ldx. 3a
Dшя случай or cxo

разлика ot ЕДНОМЕРЕ 
димостта на един пекратен

интеграл (m2) 
ата абсолютна еходимост.Теорема 3.12. За несобствените т-кратин нинтеграли понятиятаЮтна сходимост са еквивалентни ΠΡῊ m > 2, при

условие че собствените интеграли, чиято граница търсим, ca добре
Ддефиниорани.

Дока зателство,
ДиМоСсТт Ha т-кратния не
неговата обикновена су

I. Ще докажем, че от абголютната схо-собствен интеграA в областта D следнвасходимост в тази област. Разглеждаме дасте
неотрицателин функичии

- 
f(x) |+ flx ς { {4}}-τὸ 2()

(3.65) S N AR τ
2

н TH представяме B сЛедния вид:

f+(x)= 6{"')' ако f(x):=0,
, 

х)<0;

[-()-- 0, ака Дх)>0.
Следнлте съотношениля се получават непоепедствена от определе-внето па функецинте Я и Р
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3.67) 0=/:()=I/(® ], 0=/ (=] Д)
(3.69 л = - , 1091 /а()+/-(4).
¥

От ицтегруемостта в собствен смнсъл на фупкцията f(X) върху
всяка измерима подобласт на областта D следва ицтегруемостта
[BBPXY всяка такава подобласт и на функцията |f(x)|, а следова-

\3:@_@50‘ и на функцинте fo(x) н f_(x) (чрез формулите (3.65)). От
й ‘CXOANMOCTTE на интеграла f | f(x) | dx, току-що показаното свойство

g
Ἐ

, o

(на функциите f.(x) п f_(x), неравенствата (3.67) н Teopema 3.11

получаваме, че несобствените интеграли f ε( )άχ п f f-(x)dx ca
D Di,

жходящи в несобстивен смисъл. Or определениета 38 несобствен -

"теграл следва, че ако са сходящи несобствените интеграли ΟΥ функ -
жинте /(х) н / (x) върху областта D, то върху тази област са

дящи сумата н разликата на тези функуни. От първото равенство

‘8 (3.68) следва сходимостта на нитеграла | f(x)dx. Първата част
ἤ

ἫΔ теоремата е доказана.

' 2. Нека многократният несобствен нитеграл f f(x)dx e ¢xo-
# р

дящ. Ще покажем, че той е абсолютно сходящ. Допускаме, че това
не e вярно. Тогава от теорема 3.10 следва, че редицата от интег-
}ἶβε.ππ от функинята |Дх)| върху всяка редица от измерими мно-
ужества {D,), монотонно запълващи D, е монотонно растяща към
"безкрайност редица. В частност редицата {D,} може да бъде из-
"брана така, че за всяко n=1,2,... е изпълнено HEPABEHCTBOTO

(3.69) [ τ μα»8 [ ῳ dev2nta
an%l "

"I (достатъчно e да се вземе коя да e редица {D,} и да се «разреди»
"така, че неравенството (3.69) да е изпълнено за получената под-
‘peanua). Означаваме с p, множеството D,y \D,. Тогава or (3.69)
получаваме, че 38 всяко л e B сила

:(3.70) Г 1/ dx>2 | | fx)]+2n+4.
' Dв

" n

Or второто равенство B (3.68) следва, че

(3.71) Г еаке | fumdet [ а
“ РяРА
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Фи ксираме произволна цяло л. Нека за това л първият HNTeIpaB Дясната част на (3.71) е по-толям Τ втория, Тогава от (3 Τ я3.71) получанваме

(3.72) [ Fe)de> f х [dx+n 42,

"πPy

Разделяме сбластта P, на краен брой области Fi така, че мал.
ката сума Σ т,А Р! ца функцията ἐ ΟἹ (тук m, < И f+(¥) пАР еi 

Pf

#т-мерният обем на Р) за това деление да удовлетворява нера-
в пството

0< [ felx)ix—3 m, АР! <.
B ?

Тогава, заменяйки в лявата част на
сума, получаваме неравенството

(3.73) 2 AP > / Ὸ χ ΠῈ .
4 i

(3.72) интеграла с малката

Тъй като пту:0, то в сумата Σ μ AP, можем да оставим гамо
{

“

» Ккато нерашенството (3.73) продъл-
жава да е в сила, Означаваме с P, обединениетоP+ съответствуващи на останалите в сумата събираемиAP

B областта P, функцията /4(х) е положителна и затова fi(x)-<--Дх) в тази област (вж, (3.66)). Следователно or (3.73) получа-BAME неравенството

(3.74) [ Лдах> [ Моах+я+1.
. - By,

Означаваме ¢ D, обединението на D, н Р,. Тогава, събирайкинеравенството (3.74) и TpuBHaAHOTO неравенство

Г Ax)dr=— [ 1714,
Ъп Бд

получаваме

(3.75) Г Ааах>л+1,
ΕΝ

D



Ако 38 фиксенраното п от двата интеграла в дясната страна
ι (3.71) по-голям беше вторият, провеждайки подобни разсъжде-

ΠΗ н отчитайки, че в областта P, е вярно f_(X)=—f(x), получа-

fi'(g:_,-r_‘fi) f fix)dx<—n—1.
5 D,

| Or неравенствата (3.75) и (3.76) следва, че 38 всяко n=1, 2, ...
g в сила

48:77) Г κά | >я +1.
z).

“ п

Редицата ot области (0") удовлетворява всички условия в оп-

гределение Г освен може би условнето 33 свързаност на областите

..Dn (свързаността na областта ὮΣ може да бъде нарушена, когато

ὋΤ областта P, изваждаме тезн области P, в конто т-0). С
Смалка дгформпцич ще направим тези облщти свързани“.

Съединяваме всяка от областите P, от P, с областта D, ¢ m-

„мерна измерима спързана област К1 (която ще наричаме канал)
така, че полученото множество да бъде свързано, Тъй като броят
8 областите P, в P, е краен, то и броят на каналите е ΚΏΔΕΙ,
ῃὤιιεπευεωε пбе,п.пнениетп на всички канали с K. Ще наложим or-
граничение на т-мерния обем па каналите V(K,).

Тъй ьашр фуцкцията Дх) е интсгрусма, @ следователно и or-

в P,, 10

«където M —=sup | f(.v:) Ще нскаме m-MepHUAT обем на каналите

P,

’ ΙΙ f(x)dx : f fix)|dxs M . V(KL

4

Е
|
i

V(K,) да уловлетворява условието V{K,,)<—~- Torapa

(3.78) || α) ах |«а1.
Ка

От неравенствата (3.77) н (3.78) получаваме, че 38 ΒΟΙ͂ΚΟ Π 6 в

сила неравенството

“ Именно в този момевт от доказателството съществено се използува, че
j m=2 При m=] ropunute разсъждения не MoraT да бъдат сроведени.
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(3.79) | [ fivydx [>a.

DiuK,

Ако K,CP,, косто винаги може да бъде удовлетворено, то релр.
+цата от свързани измерими областн ΕΝ монотсино за.пълва областта D, защото

РО К с Ра Βά € Ощ UKiazy.

Ot неравенствата (3.79) следва,
част на TOBA HEPABEHCTBO € ра

рал f ЛДх)ах e разходящ. На |
9

Полученото противо
доказана напълно.

че редицата от нкнтеграли в ARBETY
зходяща, т.е. песобственият BYTOT.

10 ус ловие този интеграл е еходищ.

речне доказва пашето твърдение. Теоремата е

4. Главна стойност на п-кратен несобствен нитегралОзначаваме с B(R, x,) т-.мерното кълбо с радиус # н ¢ иен-тър в точката ху и нека началото на копрдинатната с истема е точ-ката Q¢ L£m,

Определение. Нека функцията В/(х) ¢ дефинирана за всяко хе "и интегруема върху всяко кълбо (R, 0), R>0. Ще казваме. чефункцията Дх) ¢ y птееруема по Коши а Е”, ако същестауваграницата

lim [ υ ακ.
Κπνὸ ik, 1y

Tasu граница ще каричаме сглавна стойноест 8 смисъл наКощи на несобствения интееграл ст фуккцията ДХ) и ще езна-чаваме с

И.е Г Jds=tim ( дадах.
ι 9)

ΕΜ R~z Ε

Пример. Не e трудно да се пресметне, че за функциятаДх, у)-х в Е? имаме

[д*йл dy=0

и следователно функцията f(r, y)=r e интегруема no Кошн в Е н

- ν.ρΕ[ хах ду-0.
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pa6sa да се отбележн, че несобственият интеграл ͵| xdxdy е раз-
1 

:

Ἦ В случай че фулкпията Дх) нма особеност в някоя точка
ἄφ В Οὐπαῦττα  ̓ ς Е“ и Дх) ¢ интегруема във всяка област
2 Dp=D\B(R, х,), където B(R, х,)с0 и 6В->0, то главна стойност
ка ннтеграл в смисъл па Коши се въвежда като

12 Муатематически ΕΗ 5153 П част



4. Криволинейни интеграли

В тази глава ще празширим понятието едномерен определен -
теграл по прапволинеен сегмент в случая, когато областта на нн-
тегриране е сегмент от някаква равинина ἩΠῊ пространствена
крива. Интеграли ΟἹ този вид се паричат криволинейнн,

§ 1. Понятие за криволинейни интеграли
от първи и втори род

Нека разгледаме в равнината Оху някаква ректифицируема крива
L, която няма тачки на самопресичане и повтарящи се участъци.
Да предположим, че тази крива се определя от параметричните
уравнения

(4.1) Ξ } ае)

и в началото ще смятаме, че тя не е затворена и има 38 кранща
точките А и 8 с координати А(+(а), ψία)), Βίφ(δ), #4(0)).

Нека върху кривата L=AB са дефиннираня три функцин Лх, у),
Р(х, у), О(х,у), всяка OT KOMTO е непрекъсната (а следова-
телно и равпомерно непрекъсната) по тази крива (за функцията
Дх, у) например Tosa азначава, че за BCAKO >0 съществува #57>0
такова, че | f(M,)—f(M,)|<s за всички точки M,, M,¢L, разстоя-
нието между които е по-малко от &),

Да разделим сегмента (а, b) с помощта па точките а- < {, <ty <
< ...<l,=b на п сегмента [tx—i, t,] (k=1,2,...,n). При това
кривата L се разпада на п дъги MM, М,М,,..., Μ Μ,, къ-
дето точките Л (χε, у,), Е-0, 1,...,n, имат координати х.-9(4,),

Уа-Ф(,).
т*!збираме на всяка от дъгите M, M, пронизволна точка

М(Е, п.), координатите на която CHOTBeTCTBYBAT на някаква стой-
HOCT T, на параметъра !, принадлежаща на сегмента [{y—q, 4) и така-
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, че 5, = #(7,), Ха < 2(7.). Дължината на дъгата Ма-1М, (# : 1, 2,...,т)

значаваме с Δίρ. B § | на глава 10 от част | e доказана след-

ата формула 38 Al*:

а

4.2) м.- Г У БИе dt.
" rl'-]

слото A= max Al ще наричаме дниаметър на деление Ha
. 1552л

кривата L.

. Образуваме следните три нитегрални суми:

1

4.3Y) а- Σ fE та). AL,

4.»3*) Gy = Σ P(Sa аА) - Ay,
ἃ }

(4.3) o53=2 Q& ην). 4,
Ве } “

КкЪъдето Axy -Ху--Ха-у. ἀν,τν, τονες .
” Onpexeaenne 1. Часлото Г ще наричаме граница Ka ин-
тегралната сума o, (s—1, 2, 3), когато диаметърът на де-
мение А клони към нула, ако за вснко e>0 може да се намерци та-

Ц Ккова 80, че (независимо om избора на тачките N, от дъгите
My My) |σ,-τ- Δ« когата А« #.
Ἢ Определенне 2. Axo същеставува границата на интегралната
сума oy при A—0, то тази граница се нарича криволинеен ин-

1Е?цсгрпл от пъраи рой от функцията Дх, у) по Kpusama L и
Се означава с един от символите
'

Ἂ

“

..)) Г Ах, уа, А[в Лх, y)di.
L

Определенне 3, Axo същестаува zpanuyama на интегралната
сума oy |съответнко в,)| npu A—0, то тази граница се нарича кри-
водинеен интеграл от втори pod от функцията Р(х, у)
[Q(x, )] no кригата L=AB ц се означаза със символа

AB

Сумата

(4.4%) f P(x, y)dx [съолшгтна f Q(x, у) ду ]
AB

“ Пря условяе че кривата (4.1) e гладка (r.e. с н ¢ AMAT непрекъснатя
пронзводни).
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Щ

[ P умх+ / 9(х, γ)αν
AD 4я

е присто да се нарича пълен криволи нНеен интеграл от

amopu род и се означава със символа

(4.42) Г P(x, у)ах+9(х, у) ду.
AB

Ot определението на криволипейните интеграли следва, че:
1) криволинейният интеграл от първи род не 3aBHCH от Toka,

в каква посока (от А към B или от # към Л) ce обхожда кривата

L, а 38 криволинейния кннтеграл OT втори род кзменението на нпо.-

соката води /0 смяна на знака, т.е.

Г P, умх+О(х, p)dy=—[ P(x, ах+О(х, уму;
Al Π Π

2) физическн крипволинейният интсграл от първи род (4.4!)

може да се представи като масата па кривата , с линейна плът-

ност Дх,у), а общият криволинеен питеграл or втори род (4.42) -

ката работата по преместването на матерналиа точка от A 10 B
по кривата L под действието на сила с проекции Р(х, у) и Q(x, у)

в точката (х, у).

Забележка. За пространствената крива L=AB аналогично
се определят криволинсен интеграл от първи род —

f flx, γ. 2)d!,
AB

и TPH криволинейни HHTErpana oT втори род —

‘f P(x, у, 2)dx, f Q(x, y, 2)dy, f R(x. y, 2)dz.
B Al AB

Сумата от TPHTe NOCACAHN интеграла ¢ прието да се нарича пълен

криволнинеен ннтеграл от втори род и да се означава

със символа

f P(x, y, 2)dx+Q(x, ¥, 2)dy + R(x. y, z)dz.
AB
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5 2. Условия за съществува
не

на криволинейни интеграля

. Определенне. Адизата L ге нарича глайка, ак
о функциите

( и Щ0О om опредглящате ч параметрични ура
внения (4.1) имал

ревгмента [a, b] непргк ъснати п пои зводни (1) « 48 (m.e. npous-

Пардните εὰ непрекъснати я антейвала а< «8 ци
мат клайни ера-

εη стойности в тпчката а отдлясно и 8 точката b о
тляво).

Ше напомниим, че в глагз I3 на първа чагт нарекохме oco-

":gnu точки Ha кривата L точките, съответс
твуващи 18 такива

|Кетойности 1A papasernpa # ΟΤ |а, b], за които [:р"(:)]“+[ф*(г)] =0,
S ¢. it двете пронзводни се ацулират. Точките ΟΤ кри

зата L, 32
KOHTO l;:'(r)r‘-a—m(t)]’ -0, napekoxue обикновени тачки.

7. Teopema 4.1. Awo кравата L=AB ¢ слайка и няма асобени
¥, у) са непрекъснати

очки и ако функциите Дх. уу Ρία, ууи QU )

върху глази Kpusd. 1πὸ криволинвйните интеерали 
(4.4Y), (4.45) съ-

Suecmayaam и мпеат да се прееметнат по гледни
те фармули. Koumo

междат тези интевограли υ обикнозени ипределени интегрпади:

|

|
|

| 1(4.5!) ͵| ̓ /(х.у)а!-»[ дад. W) Ὑ Ρ Σ Ε /0) 46
Ξ AB

1 Ι 
 ̓

(4.5} j- P(x, )‘W*"-"—j Pz(1), 2)) .0 44,
: Al “

! &

L (4.5 Г ереу < | Q0. s - 444 .
АН %

Ι

, Локазателствоа. Преди всичко ще отбележим
, че опреде”

Ll интеграли в десните части на формулите (4.5), (4.5%),
τοῦ като при нкаправените предполож

ения под-
ли са непрекъс“

L лените

: (4.5%) съществунат,

интегралните функции във всеки от TC3H иитегра

нати в сегмента а1 .
Ще отбележим също така, че формулите (4.5) 

к (4.52) се Ro-

1 казват Mo един ¥ същ начия, " затова ше изведем сама равенствата

К (4.5)ἡ (4.52) и ще дока 
ите (4.4}

БК н(4.42).

' Както B 8 1, 18 разделим сегмента (а, b] на п сегмента [ἐκ--αν #41
ς ве1,3, .. П. м 18 съставим питегралвите суми 4.3 {4.3’5 .

Kato вземем предвнд (4.2) н равенс
твото

жем съществувацето на интегра
л
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Пе ееее 

£ S

Я

Ахаее()--2(-а)- [ #(0
fey

438 представим пнтегралните суми (4.3Y), (4.3%) във вида

п 
g

=2 {160 46 . | Уе )
n 

Π

=2 P . Г а )
" 

k—1

Нека oswaunm определените HUTCTPAAN от десните части наформулите (4.5Y, (4.5%) съответно с / ιΗ . н μ представим течиинтеграли по сегмента [a, 5) във вида на сума ΟΤ п интеграла посегментите [fey, |, #-1, 2, ... Ν
Да разгледаме и да оценим разлик ите

n ἐκ

469 а - З Г ле) Ле а) Е i ar
T =1

n e

165 ааае Σ Г {PG(s) - 2. U ) #(0 г1

При направейите предположения функциете (5(0). 30)) кР(2(3), 4(4)) като сложии функцип на аргумента « са пепрекъснатив ссгмента а-1!:-#, а еследователио н равномерно непрекъснати втози сегмент.

Ще атбележим, че koraro днаметърът на деление А на криватаL клони към пула, тогава клони към нула н най-голямата от раз-ликите Al = ἢ — 1y .

Нанстина, тъй като функциите φ и Ч(() са непрекъснатив (а, 8] и не се анулират едновременно, то чиелото т--

= min [ROF+ 445 >0 н Δ, = m Г « ет . sty т.е. stgt

(T¥K използувахме формулата (4.2) 3a дължината AlL).
Ilo този начин за всяко >0 може да се намери #7>0 такова,че при Δ . нзразът във фигурни скоби от формулата (4.61) помодул Да бъде по-малък ΟἹ #//, където / е дължината на кривата L,
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а изразът във фигурни скоби от (4.6%) по модул да бъде по-малък
Е« . Ε ῳ Ἢ <- ΊΣ -’ .

T см су FeAeTo Ме щах 1451
След като предположим, че за днаметъра на делеинне е из-

нено А<«<#, получаваме слединте OUEHKN 38 разликите (4.6%)

#

1

- А π

а- ПЕ | Ώ ΕΨ di=5 Σ е
Е- | ἳἑ--ἰ те |

n £ n

“ + - 3 Ν

С това доказахме, че интегралните суми з), н са. имат грапици

ΠΡῊ A--0 съответно равки на [, и . С това е доказано съществу-

ването на криволинейните интеграли (4.4"), (4.4%) и верността на

формулите (4.5'), (4.5?), Ще отбележим, че при извеждането на

формулата (4.5%) никъде не използувахме условието 38 непрекъс-

натост на функцията 4/(1). Теоремата е доказана.
Забележка . Кривата L ще наричаме частично гладка,

ако тя е непрекъсната и се разпада на kKpaell брой части, конто

нямат общи вътрешни точки и BCAKA от тях е гладка крива. 38
частично гладка крива [ е CCTECTRCHO криволинейните интеграли

. MO тази крива да се дефинират като сума от съответиите KPHBO-

линейни ннтегралн по вгички гладки части, съставящи кривата L.
При това равенствата (4.5'), (4.53), (4.5%) ще бъдат в сила и 38

частично гладка крива L. Тези равенства са верни и в случая,

когато функциите f(x, у), Р(х, у) н Q(x, у) са само частично непре-
къснати по kpusata L (т.е. когато кривата L се разпада цпа краен
брой части, нямащи общи вътрешни точки, във всяка OT които

дадените функции са непрекъснати).

Забележка 2. Аналогични резултати н формули са в сила

и ва криволинейни интеграли по пространствената xpHea

Г аВ-(х, y,2): x=%(t), у-Ф)!), x=y(t); a<i=b}.

Така например формулите 3a пресмятане па тези интеграли ca:

в

!З Д у, )l / Де(д, «д, х) . УБ5Р + WO+ Б(0О dt,

Г Py, зах- | Р(4(0), #(0), (:)) . #(0 dt,
AB
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нне енне 

Θ ΘθΘθἣθῬῸὋΘ

й

[ О(х, ν, 2)4у Г Q). #(0), 0)) (0) dt.
A0 а

&

[ Rty 2)аг- [ Rigtn. w0, ж0) (0 е.
A8 а

Забележка 3. Па-горе беше отбелязано, че криволинейният
интеграл ΟΤ втори род зависи от посоката па опясване на кри-
вата L—AR. Затова трябва да бъде направена спешинална уговорка
33 това, какво ще разбираме под символа

(4.7) Г Ρ(α, у)ах+О(х, уи
i

в случая,. когато L е затворена крива (T.e. п случан, когато точ-
ката 8 съвпада с точката Д),

От днете възможни посоки на описване ΠῈ затворения контур
Г. ще наричаме паложителна тази посока, при дпоижението по
която областта, лежаща във вътрешността ца контура, остава от
лявата страна (т.е, движепие, «обратно на часовииковата стрелка»).

Ще смлтаме, че a unmeaplaa (4.7) по жипворения Kowmuyp ἰ.
този контур винаги се описва а положителна посска.,

В случая, когато с несбходсмо да се подчертае, че коинтурът
L Ο затворен, ще използуваме следното означение за интеграла
(4.7):

Ф Р(х, у)ах н Q(x, у) ду.
,

Забелсжка 4. Криволипейняте интеграли пмат същите свой-
ства, както обикновените определени интеграли (доказателствата
са аналогични на изложените в § 4, глава 9 на част 1). Ще от-
бележим, че при по-силии предположения тели свойства следват
непосредсвено ΟἹ формулите (4.5!), (4.52), (4.5%).

Ще формулираме тези свойства за кринолинейните интеграли
от първи род.

1. Линейно свойство, Ako ла фуикиниете f(x, У) п о9(х, у)
съществузгт криволинейни интеграла no кривата AB й ако жи 5
са произволни коинстанти, TO 33 фФфункцията |« Дх, y)+dg(x, у)
съществува криволипейният интеграл по кривата AR и при това

Д еле +е а e s f g .
2. Алнитивност. Ако дъгата AB се състон OT две дъги ACи СВ, нямащи абщи вътрешини точки, и ако за функинята f(x, у)

съществува криводинсен интеграл по всяка ΟἹ дъгите AC и CB,

-

[ ——
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Ϊ 18 тази функция съществуза криволинеен интеграл по дъгата

и при това

ff (х. у) (1-- .[ [(-. м)аС j {(ας ν) αἱ.
AH а са

-

3 Опенка на модула на интеграла, Ахо същегствува

| интеграл по кривата AB от фуянкиията f(x, ν), то

o и креволинейничт невтеграл 110 кривата AB от ᾧγηκ-

ol х, у) Η͂ при товаi
|

аке айе Σ

I

Ab в

4. Формула 34 средниите стойности. Ако функцията

ЛД(х. у) е пепрекъсната по кривата AR, то може да се намерн Tauxa

M or тази крива таказа, че

!

| I foe νγαι τ А
Al

където Г ¢ дължкнната на кривата.

- Забедлежка 5. Аналогично μ изложената тук теория на

| криволинейния интеграл в равийината гсе кзгражда и теорията на

” криволенейния интеграл в пролтракството Е”“ (n>2).

Примерн. 1”. Да ге намери дължицата на прос гранетвената

крива L, зададена с параметричньте уравнения

уе с0 (, γπτ ετ И Г 2а при #: #2.

Залачата се свежда A0 пресмятането на криволинейния 18π|-

теграл от пъпви род [, 14!.

От формулага 32 изчисляване ка криволинейния интсграл от

първи род, дадена я забглеж«а 2, получазвамеi

(

]ш::] ST cos (V= (e “ ЗА е|е <

L bΝ . ¥

*f ν ε: (2 Ἐ Π - 2 cos? ра дг„-.-д„*гзи..гш:).

0

90, ἼΔ се изчисли криволинейчият интегралд от BTOPH 
род

I 1 ;;ζ (х+у)ах+(х —y)dy,
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Π

къдсто ДВ е част ΟἹ елипсата 'Ξ“ὖ'ΐ'ἷ":'- Б х, y=0, 4 (а, 0), В(0, b).
Тази крива може да се зададе и с параметричните уразнения

х-ако54, y=>bsint при ὑ-Ξἐεξ.
ΕΝ

2
Така от формулнте (4.52), (4.5%) получаваме

к

1 [ Цасов + 65 0 . (—asin t)+(acosi—bsint)beos П αἱ -
ῳ

ка:[ἷ 51η(2320 ῃ с*пз(ш]] [=-’ . L

Ще orGencaim, че изразът под зпака па nnrerpana (x4 у)ах <.+(x 1) dy e пълният диферешнал на функцията
κΐ .,!'ιἹ

и (х, м)- —y =AY,

Както ще бъде доказано в raapa G
nocrea ка нигтеграла / не зависи

LT па интегриране, който свързц
част от елипеа © само едиа

ката

. OT този факт следва, че стой-
от избора ΠΗ частично гладкия
а точките A и B (пазгледаната

ОТ Тези криви), н е равен на разли-

(B) = u(A)=u(0, 6)--ща, 0) = — .‘3*;‘...".’3.



!

|

!

5. Повърхнинни интеграли

циин, дефинирани върху позърхнини от гримерното евклидово пра-

странство Д". Обект на изследване са и понятията ΠΟΒΈΡΧΕΗΠΕ н

Π лице пна повърхнина.

1

|

|

г B тази глава ще бъде разгледал въпросът за интегриране на фуйк-

§ 1. Понятне за повърхнина

и лице на повърхнина

Определенне 1. Изображение / на област С ог равнината върху
множество С“ от тримерного пространство се нарича хомео-

морфна, ако това изображение осъщес TBANE B3AHMHO еднозначио

. съотнетствие между точките на G н С”, при косто всяка сходяща

реднца от точки от ( се изобразява в еходяща редица от точки

в G* 1t, обратно: всяка сходнщЩа редица ог точки от йа“” е образ

на сходяща редица от точки от ὦ,
Тук под сходяща редица ст точки па G (crorserao G*) разби-

раме такава сходяща редина, която пиринадлежи на G (съотвегно

G*) заедно с границата сия. Миожествага й и Οὗ се наричат Xo-

| меомарфни, ако между тях същес гяува хомеоморфизъм.

' Определение 2. Изображение f на област й върху й(” се на-

„ орича локално хомеоморфно, ако 18 всяка точка of й съ-

ществува околност, която ге изобразява хомеоморфио върху своя

абраз.

Определенне 3. Областга С от равнината Т се царича сле-

ментарна, ако таза област е образ на някакъв OTBOPCH кръг

D при хомесмарфно изображение на този кръг върху равнината Т.
ι Определение 4. Свързаната област G ot ρθθηΠηπᾶτα Т се на-

рича проста, ако всяка точка от ( има околноаст, която е сле-

ментарна област.

L Определение 5. Множество @ от TOUKH B пространството се
нарича повърхнина, ако е образ на проста равнинна област

%

[ 1. Понятне 38 повърхнина

!

!
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T

R

G при локално хомеоморфно пзображение УЯ на областт
странството #.

По-нататък под околност па точката M аотняната Ф ще разбираме полмножеството от тобки на Ф, принал.лежещи на околност на тачката M в ἐὑ
Да рачгледаме едпа пример. Нека С ¢ проста ofнината Оху (наприямер кръг), (Х. у) са координатитеМЕй, 2-244М) в непрекъсната фупкция в G, а G*

на ΤΗ фупкция, Очевидно изображеннието # на облаа”, зададено с равенствата

айв Проа-

ПаСсТ в Β.

па Точката

е гРаФбиката

стта й върху

Хей, У-йИ, z~2z(u,v)),

е хомеомпрфно изображение на
G, а @=G" е повърхнина.

Нека п раенината (и, 0) e дадена проста абласт G и за вейчкиTOUKE OF таги област са дефинпрани три ( ΥΉΚΠΙΠΙ

(5.1) х-А(а,9), УМеу(и,2), г =2(u, й)
иля, каето е есъщото, една пекторна функция

тазп област върху множеството

(5.1“) Γ τ Г (а, v,

където Γίω, U) е веьтор с компоненти A (e, 2), М(и, v), z(u, o),Ще семитаме, че «а изпълнени следните две услоння А:1) функините (5.1) имат пепрекъспати чаестии производни атпърпи ред в областта G

2) навенкъде в областта G матрицата

59 
A= чи du ча

Ν 9е фу а:
г)Е! Π ΠΗ

има рапг, равен на две.

Ще длохажем, че аво ca изпълнени теди Ове условия A, томножеливото Ф от moyky определени от упавненията (5.1), 2 по-ворунина,. т.е. та ¢ област на равннина сбласт С ипри локалинохомелморйфяо изображение or ( в 9
Нека Ny(u,, 1)) е проязволна точка от (. Ясно e, че малкаоколиост на тази течка се изобразяна в малка околност на точ-ката Л (ха . Уу 2,), кълето Ха А (ча, U)o Y=y (g, U,), 20 Ξ 2 (g, Uy)(33 това е дататъчно функциите (5.1) Да са цепрекъснати в G,KOCTO е изпълнена в пашия случай).
Очевидка, ака Nolu,, 2,) се фундаментална редица от точкиB мальа околцост на точката Ny, то реднцата от образите натези точки M, (v,, ¥, 2,), където Ха (V) v, =y (N)), а52 (N,),
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Ъ също фундаментална въз Ф: това следва непос редстасно от пепрсе-
натостта на GVHKNHUTE (5.1); например разлеката |Хежрт Х |--

é}x(:\’n ro)—x( N} meme 13 бъде инаправена по-малка от uponi-

| волно чнело 20 при ДАпаев. A)LE=3(2).
” Остава 13 се докаже, че при изображеннето, определено от

авненията (3.1), на всяка точка от множествота Ф от дДоета-

тъчно малка околност на точката M, свъотастствува определена

точка ΟἹ малка околиост на точката Х„ в областта G, при това
"на всяка схоляша pearta ΟἹ точки (M} OT тази околност па точ

жата M, съответствува сходляща редица (N} ot точку на O
! ͵ Тъй като във всяка точка δίοίπον v,) €0 рангът на матрицата

| (5_2) е равен ка две, TO в тази точка е различен от нула поне

ι Τ eaun минор от втори ред Ba матрицага (5.2).

| Нека To3n минор е

1 K χ dy

" + ий ὁμ О ίκ.» ς ,= - = () точката Ма.

1  ̓ во Ω

)] # След като пбединим тона условие с първото условие от двете
условия A, подучаваме, че за системата

| х(и, vy—v- 0

' (5.3) { y(u,v)--y—=0
B OKOJHOCT μ точката M, са изпълнени вепчки условия па теаре-

мата за обратната функиия (вж. 5 2, глава 14 на първа чает),

Затова системата (5.3) има я околност на точката M, единетвено

непрекъснато и диференцируемо решение

{ u—u(x, )

ve=t(x, V) .(5.4)

Topa означава. че съществува хомесморфно изображение на

малка околвост на тачката ὄ τ α върху малка околност на тач-

ката Р,(х. у) от равнниата Оху. (B едната посока това H306pa-

жение се залава с инепрекъснкатите функини (5.4), а в другата τ

с първите Две раченетва на (5.1), B които Ффункциите X=X (и, 2) и

y=y{u, 2) 8 също нетрекъснати; непрежкъснатостта « на едиите,

' и на другите фупаеции осигурява изобразяването на сходляща ре-

Ι ἈΜΠᾺ OT околцостта на седната oT точките Ny, или P, Β сходяща

редица в околност на другата от тези точки.)

Като заместим функцинте (5.4) в гретата функиия на (5.1),
получаваме непрекъсната в околност на точката функция

ο (5.8) 2=z (u(x, », v{x, »)τ φίχ, }).
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Тази функция осъщестоява хомеаморфно изображение на малкаоколнаст на точката Py(x,, ¥,) от равнивата Оху върху малкаоколност на точката My(x,, 1, 2,)6Ф, Може да се каже, че (5.5)представя Ф в малка околност Ha точката M, като графика нафункция на x, .

Тъй като суперпозиция на хомеоморфни изображения е същохомеоморфно изображение, то изабражението на малка околност наточката М,Ей върху малка околност Π8 точката М.ЕФ е хомео-морфно.

От това множество от точки Ф, определено от уравненията(5.1), е павърхнина, ако ca нзпълнени двете условия Α.Забележка |. Повърхницната @, определена от уравиенията(5.1), с npitero ла се нарича гладка, когато е изпълнено пър-BOTO от двете условия A, а Korato е изпълнено второто от уедо-вията А — повърхинина без особсени точки,И така може да се кажще, че повърхнината @, определена отуравненията (5.1) при изпълпени и двете условия A, е гладка ипяма особени точки,

Забележка 2, Между другота устаповихме, че всяка гладкаи без особени точки повърхнина в достатъчно малка околност навсяка от свонте точки може еднозначно да се NPOCKTHPA на понеедна от трите координатин равници.

Да ралзгледаме повърхиината @, определена от уравненията(5.1), 33 който са изпълнени jueTe условия A,
След като запиштем уравненията (5.1) във векторния вид (5.1°),A2 видим какъв е геометричният смисъл на векторната функцияГ(и, v). Ако фиксираме някоя стойноест на v=v, -const ΟἹ οὔ-ластта G, то уравиеннето r—r(u, и,) ще определя крива върху по-върхнината @, наричана координатна линия, а векторът

аг
η (4, Vo) ще се допира до тази линия, Аналогично ΠΡῊ и = и -- соп5

уравнението F=r(u,,

дг
векторът — (u,, й) ще се доцпира Ao ися, През точката My(xo, Уу 2,),
KBAETO ха- X (ио, Uy), Yo=Y (tty, Uy), 2 -- 2 (иф, Up), ще MHHABAT H дветекоординатни линин,

Второто от уеловията A, т.е. условието за липса на особеннточки, H3HCKBA рангът на матрицата (5,2) да бъде равен на две.

дТова означава, че векторите -#-(un, 0) и -'Ξξ- (4o, 2,), координати-
те на конто съставят редовете на матрицата (5.2), са линейно не-зависими, т.е. неколинеарни, н следователно определят равнина,

g

2) ще определя Apyra координатна линия, а
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е допирателна равянна на повърхникната Ф в точ-

.- M,. Вектор, който е перпендикулярен към тази допирателна

се naprua нормален вектор (или нормала) на
Ф в тачката M, Такъв вектор може да се определи

Ν :. Ог д-г
; векторно произведецне на векторите o - И —- . Така Β6Κ-

й
) [Ξ.". i"_]

. РЧ
L .6) π--ἰ 951
; [91.96}
g ди ” ov

‘e елнничен нормален вектор към повърхиината Ф. По
: силата на условията, наложени на функииите (5.1), тозн вектор

“е непрекъсиат MO и н U н някаква околност на произволна точ ка

L,m повърхинната, T.€. в околността на всяка точка от гладка
повърхнина без сссбени течки същестаува непрекъснато векторно

πολὸ om нормали.

Изобщо върху цялата повърхнина такова пепрекъснато пек-

| торно поле ог нормали може н да не съществуца.

| Пример, Лист на Мъобнус. Ако залепим правоъгъл-

" ника ABB'A’ така, че А да съвпада с B’ и 8 да съппада с Д”,

| та ще се получи повърхнина, която се нарича лист на Muo-
биус”. След като направи една обиколка, пормалата CMCHH по-

соката си с протнвоположната (вж. фиг. 5.1).

l | Ще разглеждаме само такива повърхнини @, за които съще-

; ствува непрекъснато некторно поле от нормали върху цялата HO-

върхнина. [IpHETO е такива повърхнини да се наричат Доу-
|
п етраяни.

l. Повърхнината Ф се нарича пълна, ако всяка фундаментална

редица ΟΤ точки ΟἹ тази повърхиннна има за граница точка OTἷ ) тази повърхнина.
Ι Повърхнината Ф се нарича ограничена, ако същестьува

тримерно кълбо, съзържащо венчки тачки от тази повърхиина,

L Примери за пълни повърхниня са равнината, сферата, ἘΠῊΠ-

сондът, простият хиперболоид. При това сферата н елипсоидът са

ограниячени повърхниицин. Кръгът без границата си, както н всяко

| отворено свързано множество върху сферата (което не съвпада с

цялата сфера) не са пълная повърхнини.

По-нататък ще разглеждаме повърхнина @, определена от

уравненията (5.1), която притежава следните пет свойства: 1) глад-

ка; 2) без особени точки; 3) двустранна: 4) пълна и 5) ограничена.
|

L L * A. Мьобнус — немски математик (1790— 1808).
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| 2. Помощни леми

" Лема 1. Ако Ф ¢ еладка певърхнина ц My е нейна нессобена| ] mouka, mo дсстатъчно малка окалнаси на течката M, сднозначно... се преектира върху допирателната раанина за която и да е тичка# от тази пколност,

ъ Доказателство. Нека околността Ф на точката M, e та-| кава, че |) нормалата във всяка точка OT тази околност сключва
с' с нормалата в точката M, ъгъл, по-малък от 41 2) околността

 ̓ Ф еднозиачно се проектира върху някакъв кръг в една от коор-й! дкнатните равинни (например Oxy). Възможността aa избора на
.

1 такава околност Ф следна от установеното B предната точка съ.-| IH | ществуване на околпост HA разглежданата TOUKA със следните две; свойства: |) в тази околност съществува непрекъснато векторно| поле от пормали; 2) тази околност еднозначно се проектира върхуедна от коорДдинатните равкини (очевидио има част ΟἹ тази окол-13 HOCT, която се проектира върху няхкакъв кръг в коордннатната#й Ι равинна).
;„1. Ще огбележим, че кои да е две нормали ΟἹ непрекъснатато

|
- 

«
ἕ векторно поле в точки от Ф еключват ъгъл, по-малък OT -!
| Да допусием, че разглежданата околност Ф не се проектира
| едиозначио BLPXY допирателната равицшна в пякоя точка МЕФ.Тогава в тази околност ще има Две тачки Р и () такива, че хор-Il дата РО ще е ycnopeaua на нормалата на Ф в точката M. Да

разгледаме линията, получена от пресичансто на Ф с равннната,успоредна на octa Oz и мицаваща през хордата РО (предполагаме,
че Ф седнозначно се проектира върху равнината Оху). Върху тазиК линия според теоремата на Лаграиж може да се намеря точка N,допирателната в която е успоредна на хордата PQ, а от това е]I успоредна и на нормалата B Toukata M. Topa означава, че нор-

| « ае B
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-

в точките M и А сключват ъгъл з, KORTO противоречи па

Ф на Ф. Полученото противоречие ни убеждава във верността

: Лемата е доказана.

Ще казваме, че част OT повърхнина нма размери, по-

се ОТ (δ)»0), ако тази част е във вътрешността на иякакво

ετ с радиус #5/2.

; ДЛДема 2. За всяка гладка. ограничена, пълна и без особени точ-

” повърхнина Ф може да се намери число : Ό такова, че за

ετ част от Ф с размери, па-малки от δ, еднозначна се RPUER-

„ a) на една om квординатните равнини; 6) на допирателната

а производна птащкиа от тази част.

1 Доказателство. По-горсе в забележка 2 н в лема | дока-

г ахме, че за всяка точка ог повърхнината Ф може да се намери
r R -

R малка околност @, която еднозначно се просктира

Г она една от коорднинатниите равпини; 6) на допирателната ран-

| .~ B произволна точка от D.

Да допуснем, че твърдението на лемата не ¢ вярно, T.€. не

да се намери числото #7>0 от формулировката на лемата

1
18 всяко Z,— - - (1-1.2,...) ще се намери част Ф ¢ pas-

| MEPM, по-малки OT #.. и таказа, че не се проектира еднозначно

ι на никоя от координатинте равниии или на допирателната рав-

нина я някоя точка M_ (@ . Да изберем във всяка част P, точка

M, и да изберем от редицата (M.} от гочки ΟΥ ограничената 1

“ нълна повърхнина Ф подреднца (M, ), която има за траница

" nakos точка М,ЕФ.
От забележка 2 и дема Г оимаме, че може да се намери л0-

статъчно малка околност Ф на хочьата My, конта сднозпачно @

просктнра пърху една от координатните равници и върху дони-

| рателната равциина в произволна гачка ot Ф. Венчки Ф, „ 38-

l Γ почвайки от някакъв номер k,, ще бъдат вътре въ &, а това про-
-

гиворечи na инзбора Ha частите @, . Лемата е доказана.

Γ Лема 3. Нека Ф е еладка, без псобени точки, Овустранни,

ι пълна, сераничена певърхнина, апределена от уравненията (5.1).

Тогаса за вечко : >0 може da се намери 5 Ὸ такова, че за вснка

Ι] част от повърхнината Ф с ризмели, по-малки т &, ъгълът Ὑ
между нармалите 4 кой да с Одае тжаки от тази част удоалетво-

Дрява уевлоавието

(5.7) со5 γ71-Ξ |--х,

където υἕἶζἷ

13 малематичесни аналял, 1] а2аст
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Доказателетво. Псовърхинната Ф е двустраниа и затова
некторното поле от пормали е пепрекъсната, а следователно г
равномерно цепрекъснато върху цялата повърхнина Ф. Това озна.
чава, че 33 всяка Ξ »ἢ може да се намери >0 такова, че 38 пра-
изволни две точки M, н My, за коита p(M,. Μ ) τ . е BApHO πο-
равенството

(5.8) ι π(}}.)-- πί Δ , < „“З

(пе единичният вектор на нормалата).
Тъй като

cosy —={n(M,). п(М.)),

а числото

n(M,) Г-"

—(n(M,), щ(М.)) < 1--с085 y,
те

cosy=|—z

и 33 а поради (5.8) ca в снла неравенетвата 0 < «< -ἑ-(άἓἷ)ἓ:ε.

Лемата е доказана,

3. Лице на повърхинна. Нека Ф е повърхиниа, определена от
уравненията (5.1) и притежаваша отбелязаните по-горе пет свой-
ства (гладка, без асобени точки, ограничена, пълна, двустраниа).
С помощта na гладки криви да разбием Ф на краен брой гладки
части D, с размери, по-малки от &, където # е достатъчно малко
(1 се определя ΟἹ условията на лема ?). Да означним ¢ А макси-
малния размер на частите Ф, (диаметър на деление). Върху всяка
част Ф, да изберем произволиа точка M, и да проектираме @,
върху дапирателната равнина в точката M,. Нека o, е лицето Ha
проекцията на Ф, върху допирателната равилна. Да съставим су-
мата от лицата цна проекциите на венчки части

(5.9) 2.

Определение 1. Числото в се наршча граница на cyMume
(5.9) при А-.0, ака за всяко e>0 може да се намери 87>0 такова,
че A всички разбивания на Ф с гладки криви на клаен брой части
Ф,., за които А«< 5 независима от избора на точките M, върху
частиите Ф., е изпълнено нераденетвотиа
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Определенне 2. Ако за повърхнината Ф съществува границата

o сумите (5.9) пра А-0, то позърхнината Ф се нарича ква-

„гриема, а числота в се нарича лице на Ф.

Забедежка, Не може лпицето на повърхнината да бъде по-

х като се апроксимира повърхнината с вписани многостеши

с памаляване размерите на стените, като за лнице се взема ToM-

' торна граница на лицата на вписаните многостени (както

' при намиране Ha дължината на Kpuea). Има класи-

пример на Шварц“ (така нареченият «ботуш на Шварц»),

. че лицата на вписаните в ицилиндрична псвърхнина мно-

тени нямат крайна точна горна грацица.

Теорема 5.1. Всчка гладка. ограничена, пълна, двустранна й

. ссобени точки повърхнина Ф, ппределена с ypaarenusma (5.1),
S и За лицето й e @ сила паненсптвото

. 4

" εὐ 2Е |

10) flf’jf [“ὁἷ“ 'ἶἁς]ΐώε εἰυ.
а

Забележка, Формулата (5.10) e инвариантна отиосно H3-

ς на координатните оси.

Доказателсество на теоремата. При условията на тео-

Ε подннтегралната функиня в (5.10) е непрекъспата B Ο и

чтегралът (5.10) съществува.

Да фиксираме произволно >0 и в завние нмост от него да из-

© О #7>0 така, че да са изпълнени двете услония: 1) веяка част
; ὍΤ повърхнината Ф с размери, по-малки OT 3, еднозначно се

. pBpXY допирателната равнина в пронзволна точка на Dy

. на ъгъла х между две нармалн от веяка част @, с
па-малки ΟἹ #, може да се представи във вида со5у- |--«;

Е

с ъдето 2,<<— н о1,:5 | (3 е стойността на интеграла (5.10)).

| Поради лема 2 н длема 3 такъв избор на 3>>0 e възможен.
| Да разбием с помощта на гладки ΚΡΉΒΗ повърхнината Ф ua
Пе @, ¢ размери, по.малки от &, н след ката изберем във BCAKH

i „ TAX по една произволна Touka M, да проектнраме @, върху
Кее ” равиица в точката М,. Да означим със с, лицето на

Ξ Ν Π Ἢ да съставим сумата (5.9).

|

ῃ

Н :
κ

"

Г

l 3a да пресметнем ΠΉΠΕΤΟ 6, Ha плоска област, ще използуваме
7 33 смяна на променливите при двойни иптеграли.

: * Г А Шаеари — немски математик (1843--1921). |По-подробиа за при-; - р
мера на Шварп вж. края на т. 1. § 2, глава 5 на книгата на Β. А. Илин и

Γ"Ε. Г. Позняк «Огновм математического ἀπαπηῖα. Часть 2.
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TO, тъй като 38 венчки вскторна н b e в3 " / ἘΝ Ὶ ῬΕΞΕΠ”ἹΕὈἸἙ

[a. Ъ) “ -- (а, Ъ) τ [4|3.]} bi?, получаваме, че

| dr dr -

Η нзраз+т 38 лицето на повърхнина
в следната форма:

(5.17) σ-- ξ f VED<F* dudv.

Забележка 4. Лицето ya новърхнина притежава свойствотоадитТтивност: ако повърхнината Ф е разделена от частичногладка крива на две части Ф, и Ф., които нямат общи вътрешигΤΌΠΚΗ, то лицето на повърхнината Ф e равно на сумата от дицатана частите &, и @,

Това свойство следва от предеставянето на лиицето на повънина с помощта на нитеграл и от адитивяостта на интзеграла.

(5.10) може да се запл:ице и

рх-

§ 2. Повърхнинни интеграли
Нека Ф е гладка, двустраниа, пълна, ограцичена и без особениточки повърхиина, определена ΟἹ уравненията (5.1) (или което свсе същото, or (5.1*)) в областта (.

Нека върху Ф са дефинирани четири фупкини - f(x, ν, г),βίχ, у, 2), О(х, v, 2), К (х, y.2), весяка от конто e пепрекъсната (аследователио н равномерно непрекъсната) в множеството от точкиμ повърхнината &,

Да разделим повърхииниата Ф ¢ помощта на гладки или ча-стично гладки криви на краен Gpoit части Ф, и да означим с Амаксималиия размер на частите Ф, (днаметър на деление на по-върхнината). Да изберем от веяка част Ф, по една произволнаточка M, .
-

Пека n(M,) е единичната пормала н точката Mcos ¥, , со52,) са координатите
както ги наричат, директорните
на частта @ . Тогава,

на тази единична нормала (или,
кОсинуси). Да означим със з, линсто

както е показано по-горе (вж. (5.17)),

5, - j;_/ VED= Frdudo,
”)

където Οὑ е подобластта на G, образът на ΚΌΗΤΟ е @,.Да съставим четирите суми
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58 2,-2f(M)s,.

с 18) > Р(МА.о, .cos Х .

( .185) Σ;-Σρ(-πε) .5,.с05 Y,

- Определенне 1. Yuciomo [, (k—1,2,3.4) се нарича граница

Ω сумите Σ при A—0, ако за всяко в->( може да се намери
#-8(:1>0 такова, че при А<8 (пезависимо от избора на точките

M, Е D) e излълнено нераченстаоти '

l‘ | ΙΣ, -ЦЪ-(:.
Onpeacaenne 2. Дко стицестаува граница npu А-.0 на сумите

i (5.18Y) Σ-Σ R(M).5 .cosZ,.

|

, 'Σ,. та тази граница се нарича павърхнинен интеврадл
Π първи род от финкцията f(x, ¥, 2) no повърхнината Ф а

се означава със симваола

(5.19Y I~ Ц f(M)ds.

Onpencaenne 2. Дко същестават граници npu Δ - ἶῷ Ky cysunte

Σὲ. където k—2,3 или 4, то тези гракици сс наричат повърх-
Гнинни интеградли от втори род и се означазат съот-
. ветно сЪс символите

(5.192) . j; | P(M)cos X ds,

(5.19% 1,- Г QMycos Y ds,
’ Ф

Π

(5.19 Ι.- ]Ф! # (M)cosZ 4в.

Сумата на последните три иитеграла сс нарича нълец нпо-

върхницен интеграл ΟἹ вторн род. Tuau}_nnrerpa:r може

да бъде запик«ан във вида

(5.195) } (A, пуаз,
Ф
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Следствие. Ако повърхнината Ф с зададена с VpaEdenne g272(Х, 1) (т. е. хХ-иш, y=v, 2-2(й, v)), където I(x, у) е непрехъс-нато диференцируема в областта G от равнинната Оху Фупгсиая.СЛеД като изберем тази страна от повърхиината Ф, 33 ксчто зек-
горъг 13 нормалата на повърхнината сключва осгър ъгьл -ὡς ΤOz, можем да запишем формулата (5.20:) във вида

f f В (х, ν, г) cnszdu:-.f f К (х, м, 2(x, )) dxdy .
Ф G

Панстина достатъчно е да paemen предвид равенствата
oy -y за 9242 A= 24а-/ЕРр- Е ахду, ED -..:--=-1-;.(-..) +(“ ) .

“ ἷἷ'

021е ΠΗ Σ
«ня S-Sy ς ,JH(dx} ‘(c‘f,vJ

Topa е причината за цъпсждането на следипото азпачение 30 снт.
HLPXHIUHHIBL иятеграл от втори род:

(5.23) ][/ К (х, у, 2) со5 2 duzjf R(x, y, 2)dxdy.
ἪἹ 

"»

Ще отбележим, че азначенпето (5.23) се използува и в случал,
когато Ф не е графика на функцията Ζ - χίνς ),

За пълния повърхиннен нитеграл ΟΤ вгори род също се из-
ползува и следното озиачение:

.ζ} (Р со5 Х +Qcos У + А со5 Ζ) ἰσ.-
#

::_]dey dz+Qdzdx-+ R dx dy.
ф .

Запележка, Понятисто повърхнинен интеграл от първи и
втори род естествено се разширява и в случая, когато повърхни-
ната Ф с частично гладка. За такива повърлнини очеавидно е
вярна и Доказаната в този параграф теорема за съществуване.



6. Теория на полето.

.. Оксновни интегрални формули

на анализа

(„В тази глана ще бълат разгледани скаларните и некторните по-
длета, @ също така основните NOHATIA п операциин, свързани със

"скаларно н векторио поле. Огобано важна 33 анализа формула e
гизвестната пи нече формула на Нюгон--Лайбниц. В тази глава
:ще бъдат получени формулните на Грийн. Oztporpatckn—Tave п

L Croke, конто са обобщение на формулата на Hioron -Лшцбчнц в

многомерния случай.
1

§ 1. Означения. Биортогонални базиси.

К: Инварианти на линеен оператор

| 1. Означения. По-долу ще се налага често да записваме суми от
известен Прой събираеми, Да поясним означенията, KOHTO ще 13-
ползуваме, Ше имаме paGora съг системи нвеличиния, белязани с
няколко индекса, например а,. Облкновено B такива случаин еи-

Т ният нндекс се пишг2 долу, а другият τ rope, Ако индексите се
MEUAT HE33BUCHMO, те се озиначаваг ¢ различни букваи. Ако индек-

сите са много, те се означават ¢ elua буква с подиндекс. Напри-
мер ш .. .. Il .. ξὰνν В някои случаи за означаваце на су-

. миране ще се използува символнката: 2.-1(::). къзето сумирането
μ

се извършва 110 пякое множество OT величиии . AKO индексиге па

сумиране ¢y, а.„ 7, се Ммечят така, че ἰ , .. <. го ще
пишем

Σ Βἷιί: е. Е м
,-.;-..„т!р ”

Накрая 13 сключим гледнаго ,съглашгияне за сумиране. [loka
Π е даден израт, прозставляващ произведение. Ако в този израз

се срещат IBa еднахви бука214 грицдзхта, or κόη . едцацият 2 -
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А

ΕΗ а другият -- долен, то ще смятаме. че по тези индекси га
извършва сумиране. При това нндексите вземат последонателно
стойпостите 1,2,..., а получените проилзедения с«е стбират.

Например, ако 1, f—1,2,...,n. та

агуе =@y 0104 agetel - L ае

-ац е 4+аще24-... bl ο τ 4 ае а Зе + <е +

b g, %" .. Ε ο εῖ τ ете ч.. + а е.

При течи означения например пазлагането на вектора а πὸ
базиса €y, ey, ..., €, на пространството #” се запнисва така:

a=de,,

където a’ ca коефициентите B разлаганета na този Bektop. Πο-
CICAHUAT 38 означава, че

μ

4е |

Със символа g ще означанваме велич ицата, приемаща само две
стойпости:

&1, E—0 при 1--);

4; ¢ така нареченият символ { Кронекер”,
Скаларното произведение на jua вектора ан b Β простран-

ството Е” ще означаваме с (а, Ь),

2. Биортогонални базиси в пространството #Е". Нека e, 1-1, 2,
.. ς е базне““ ц п-мерното пространство Е”. Очевидио €, са ли-
иниейно пезависнми вектори.

Определенне 1. Вазисът е/ (индексът е горен), i—1,2,...,n,
се нарича биортогонален базие 3a базиса e, (—=1,2,...,n ако
са в снла съотношенията :  ̓

в,, )=z {}. {--|, Li=12,...,n(&, &) ¢ { (0, 1-- ἰ, / и
Вярно е следното твърдение.
Твърденние. За всеки базис e,, i=1,2,.... 1. на пространст-

“ Д. Кронекер -- немсеки математик (1823-- 1891).
"t Векторите в) . ey, ..., еа айразуна? базис в F4, ако Бсски вектор а от

Е“ се представя MO единствен начин BLU вяза

n- ае 40е --- +atte, ale;.
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вото Е „ съществува сдлнствен биортогонален базис е”, j=1,2,..., 1,

е. такъл базис,. че

е*.е!)=агт f‘ ‘_1*2,.-—.n4# Π Ι

Зоказателство. Да означим линейната обвивка (т. е. мно-

жеството от всички линсейни комбинанкии) на векторите е; , е2. .. .y

ера Ве ..., к M, Избираме 0T ортогоналното допълнение

на Δ, " вектор ¢, пормиран с условиета

' (e;. e)—1.

: Очевидно ще ruave

e,.eN)=2,, Б j—1L2,....m

Векторите e/, j—1.2,..., 1, също образуват базис на npo-

странството Е“. Нанстина, ако гова не е така, то би съществувал

пектор OT пространството, който се разлага нееднозначио по ΕἸ

стемата e, т. е. нулезияг вектор би имал раглагане по базиса κ

каефициенги, конто не «а вснчките равин на пула. Тогава някой
вектор е“ ог системата е/ ще принадлежи на линейната обвивка”“
M* на векторите е!, 67 ,..., е: ! et .. .. е. Но това не е нъз-

можно, тъй като в гози сдучай е“ би бил ортогонален ка вектора

е“ (поради (е,. е”)-0 при k=p). Ho некторът е“ не може да бъде
ортогонален на e,, понеже по построеиние (e, . е“) - 1.

Mo такъй начин 33 произволен базис е, € построен биортого-

нален базис ¢, венчки вектори 2 койго се ойределят по единет-

вен начин. Наинстина, ако наред с е/ би съществувал още el

биортогонален базис ¢/, 10 бихме инмали (e, е/ еЛ-0 за всички

щ ре ? п. Оттук еледва, че е/ --е!. Действително, ако едни

вектор € оаргогонален на авсички векгтори ог даден базис, то ΤΟΙ

е пртогонален и на себе сн, поради което той е нуленият вектор,

Твърдението е доказано.

Ще отбележим, че ako базисъг € е ортокормиран, τὸ б6лорта-

гоналинят му базис съвпалда с него.

, Смяна на базниси. Ковариантни Η контравариантни координати

на вектор. Често ще използунаме преход от бнортогонални базиси

е.. е” към нови биортогонални базиси ег , е”,

Та запишем разлаганията на базиените вектори, използувайки

нащшето «Ъъглащение за «умиране:

« Т. е or noanpecrpanctanio ЕТ5М, -- подиространствота τ ΒΡΙΓΕΚΗ

вектори. ортогонални па M.
.. Tz δικτορὺν € си Бил линейна качбинация на векторите е2 с п--й.



(6.1) e =ble, e ξ εἰ , i,i'~1,2 .. .on,
(6.2) е” - 67 е” of - пе Ее 9 .

Тук (605.) е матрицата на п
виЯ €, а (6Г) — матрицата

към е..

рехода от стария базис е, към но-
на обратния преход — ΟἹ базнса е..

Аналогкчно матрийите (ᾷἷ) и (65:) ca матриците на правия исбратния преход от базиса е! към базиса е”.Формулите (6.1) са формули за прехода от стария базис е,K1M нозня е. н формули за обратния преход,Формулни (6.2) са формули за прехода ΟἹ стария базис е” къмновил е” и формули за обратипя преход,Трансфармацниите (6.1) са взанмиообратини, поради което и ма-триигте (0.} н (67) са обратин сдна на друга. Напстина да умно-ЖРМ първото от раненствата (6.1) скаларна ¢ е”, а цторото (от pa-вещ т ната (6.1) -- ¢ o/, Използувайки биортогоналността na бази-сите, ще получим

δ[. -ο δ', (e, е”), 2/-- 67 (е,, 67.
Обаче, както това следва от същите формули (6.1),(6.3) (e, . е” )ь-:ь;"а;:-. bf', (e, е/) -- by, &l = bi..
По такъв начин

Б τα δ b, 8D, b, ,
T. е. матриците (b;‘.) и (87) с

Аналогично с

а взапмиообратии.

ледва, че и матриците (T:f') Π (ἶἶ,ζ) са ΒΞΔΉΜΠΟ-
обратни.

Вярно е следното твърдепие за връзката между матриците
e + 

ίι Μ{-(δ6.) " (ἑ , (6.}.κ (δι}.
Твърденне. Матрицата (0) съвпада с матрицата (55); матри-цата (6;) съвпада с матрицата .
Доказателство, Очевидно поради взаимната обратиост наматриците (δ}} и (67) и na матриците (B7) и (57) е достатъчно даседокаже, че съвпадат () и (Б5).

Ог (6.3) получаваме, че

(6.3) 
0 -- (ел, е“),

Аналогично ¢ помощта на (6.2) ще получим, че
(6.4”)
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Т ξιηντο страни на павенствата (6.4) и (6.4} са равни. порали

Което br—bl, което и грябваше да се докаже.
В Слезствие, За прехоДа от базисите e, е” към базисите e, е”
Ἐ достатъчно да се знае само матрницата (6.) на прехода от базик а

Ἐ, към 633зиса е.. (Матрицата (67) е обратна на (05) и се прес-

мята ст нся.)

” По такъв начин стигаме 0 следните формули за смяна на
базисите:

1 -'ἷ” е” —bi'e, el=bi e,
Да памерим cera формули 38 смяната на координатите на век-

Op при преход към нов базинс. Отначало ще направим следните
"“разсъждения.

| Некз e, и @ са биортогонални базиси, а а пропнзнолен век-
qop. Тагава, разлагайки вектора а, ще получим

{6.6) a-a'e , a=a e .

Γ

Биортогонзлиинят базис дава много удобен начин за пресмя-
Tane на коефициентите @' 1 g, в разлаганията (6.6). Нанстана,
умножавайки първото равенство скаларно с ¢, а вгорото C e,
“получаваме

B‘fl fl}'-(l, cj}n flj=(a. e}). ii-‘l.,Q.....fl.
Г Следозателна, като се вземат предвид равенствага (6.7), фор-
"Мулите (6.6) добиват вида

1

iz

46.8) а-(а, е)е,, a=(a, e)e’.

В частност, ако заместим вектора а в NBPROTO равенство (6.8)

1

|

J (С вектора @/, а BBB аторото равенство (6.8) ¢ вектора e;. ще ца-
ΥΤΝ

(6.9) ( ) g€

| e,=(e;,e) e'=g,¢,

“ДЕТО g—f‘—.(eJ. E‘I)i gj‘:—{E} . Ej).
Ако умножим NLPEOTO OT съотношенията (6.9) скаларца с e,

& BTOPOTO — с e, ще получим

§°8:=3. g.g =3} [ k=1,2,...,n,

Ο е. матриците (gf) й (g;) са взанмнообратни н поради симетрич-
FHOCTTZ на скаларното произведение — снметричин.

Сега ще получим формули за смяната на каординатите на
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вектор при преход към нов базис. Ако е, ecTapiar базис, 
а е. - -

новият, € 1 е” -- съответните бнортогонални базиси п ако

a=ay; е”,

то, както знаем, от формулите (6.7) следва, че

аг =(a, &)

Заместнайки B дясната част на TOBA съогношение егс o парала

38 него от (6.5), ще получим

И така координагите ap на вектора а в разлагането 
му по

базпса е” (бнортогоцалсн към HORHA базис е.) при прехода ле

този HOu базис е” имат вида

(6.10) ар <. й)

тук (0) ¢ матрицата на прехода от стария базис e, към н
ович ба-

зис е. а, са координатите на вектора а и разлагането му ΠῸ

биортогоналния базие е” :

а-а; e.

По такъв начии координатите @ при прехода ot
 стари

€, към новия еу се преобразуват с помощта на мат
рицита

прехода ar стария базие към повия no формулата (6.10)
Ета защо казваме, че координатите а, се преобразуват 21е

гласувацо»з, и нарпчаме лези коорднинати коварнантни (коего озия-

чава съгласувано измепящи се) копрдинати на вект
ора 8.

Ако сега съгласно формулни (6.7) запитем, че

q Пазие

(0) на

а“ —(a, е”)

и замесгим е“ с израза му от (6.5), ще получим
З . ТУ 4 " ΒΝ .

(6.11) а“ —(a, #” е!)- #7 (a, 6 τ 5г а".

От фюрмула (6.11) пиждаме, че при прехода към н
овия базис

копординчатите αἱ в разлагането на вектора а по старг“! базие

e (a=-u'e;) се преобразунат с помощта на матрицата (:) ва пре-

хоза ΟἹ новия базис към стария. 
|

Затова казнаме, че координатите а се преобразува
т «иесъгла-

CVBAHO® и наричаме тези «оординаги контраваркантни (което озн
а-

чава противоположиа изменящи се) коордннати на 
зектора а.

4. Инварнианти на линеен оператор. Дивергенция и ротор. Навес
ян

къде по-натятък ще предполагаме, че се разглежда тримернато

првостранство L3 Да разгледаме пропизволен линеен оператор А
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: това пространство, Ще припомним, че операторът А се нарича

яннвеен, ако за вхеки два вектора 4 τι Ὁ Ἡ за всекп две реалин

щисла a ц е B сила равенстевото

| А (λ8 - μθὴ--λῖα-τ μ

, Нека e, ке са биортогонални базиси в Г?. Па-долу ще имаме

нужда ΟἹ две равенства, които са в сила 33 произволен линсен

onepatop А:
# (е,. 46)-(е. 4е,”,

2 ο, < Де-е ч де,

{¢ 3 <b е« пзначечо векторното произведенис на векторитес а il b).
Δ докажем 1835 съотношения. CuraacHo формули (6.9) имаме

еи е.. e - д,,е”. Поради това (e,, .(16 τ- (g, ¢, Ag* e,) =

τ (е”. Де,) -65, (el Ле,)-- (е“, 4Де,)-(е”, Ae).

Тък използувахмие топа, че матриците (g.,) и (g*) va взаимно-

обратни и симетрични.

Съозиошение 1) « доказано. Ше преминем към доказателетвото

Сна 2), Изпелзувайки същите равецства πὰ e’ 1t ¢, и свойствата на
матриците #..) Н (р““), нмаме

 ̓ - - Y с ,.f k « —

e - Де =g, еАН e, - В e’ Ae,
се ж Де, - et Де, el Де,.

| Едии изратеес нарича инвариант (инвариантен), ако не се нз-

меня при смииа на базиса на пространството. Например инвариан
-

ти га «екаларното произведение на два нвектора, стойността на

скаларна фуньйия B дадена точка от пространството.
Гега ще изучим някои ниварианти, свързани с даден оператор

A. Нека e, е базис в пространетвото Е а e - биортогоналният
му базис.

Твърденние. Белнчината (е, . Ae') (нли KOETO е същото (ef, Ае;,))
е инвариант.

Локазателство. Трябва да се докаже, че при преминаване

към друг базис e (¢ биортогонален 6asuc е”) ще бъде изпълнено

равенствота

(e,, Ае!)-(ег, Ае”).

Да запишем, използувайки формули (6.5),

e,—b e, εἰ -- δί ε ́

+ Ча напоминм, че ака в множителите на даден нзраз се срещат повта-

рящи се яндекси, еднният от конто е ropel, а Другнят -- долен, TO по ΤΕΒΗ͂
HIACKCH се извърива сумиране,

14 м оатсм стически ΒΗ σπρα, И част
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ἷ
а (65,) е обратната i,

Следователно можем да запишем

(е,, Ае)-0Г. δὲ, (e, Де”)-

:Β;. (e;" + Аедд) - (ЕШ*чф:Аег )'

Доказателството Ha твърдението получаваме, като сравтта
първия и последния член в тази верига от равейстна,

Ῥ ἓ Определение 2. Иннвариантът (6,, 46 (или (е”, Де,)) на линей-
| ния onepatop A се нарича дивергецция Ha тозп onepatop ие e

ὶ лежи с αἷν Α.

|

I
g : където (67) е матрицата на прехода отбазиса е; към базиса е .

! Следователно

Hdiv A=(e,, Ае”)-(е“, Ае,).

|

|
ἷ! Забележ ка |. Всеки линеен оператор може да бъде зада-
й ден еднозначно относно даден базис с помощта на матрица, Hupe-
' чена MATPHUA на линейния оператар. Затова оченидно ¢ достачъчно
} да се зададе операторът в базисинте вектори, т.е, да се задалат

векторите Де,, Разлагайки тези вектори по базиса е,, получаваме

й (6.12) Де, -аце,, (е”, Ле,)-а; (е/.3е,)--а. !
1] Матрицата (af) e лочно матрицатафна "липейния oiepaTop 3 A
| OTHOCHO базиса e,

| Дивергенинята на оператора Д може ceraMa се изрази чрез
ΙΙ елементите на матрицата (а7):

фу Я -(е, , Ae')=(e', Ае,)--а! а: +а!.

Забележка 2. В mmcinaca алгебра сумата or диагопалиите
елементи а! +а:--а2 се нарича следа на оператора А. Припомияме,

че уравнецнето за собствените стойности на оператора #4 има пида

Че (1Е- А) - А (а! ча +а) 24 - =0,

От формулите на Виет получаваме

където Ay, Ay, Ay €3 всички собствени стойности на оператора А.
# Тъй като собствените стойности ипа един оператор не зависят OT
; избора на координатната система, получаваме ново доказателство

38 инваркантнастта Π8. дивергепцнита.

ξ, Ще въведем и един векторен инцварнант.
Твърдение. Велпчината е, « Ае” (или което е същото е” « Зе,)

| e нивариант.
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3 Доказателство. Нека ег е новият базис (ο - ὅπορτο-

залният базнс на 6.}. Да занишем съгласно формуля (6.5)

е ес . e=be".

„
T

TM

τ

ἢΔ заместим тези величини Bi3pasa е, < Ae'. Получаваме
-

; e, Де b, bl ει е” B e εὐ —

? - СледователноЙйинварнантността на величиката e, « Ле ¢ до-
“казана.

“ Ще дадем следното определенне.

Определение 3. Инварнантът e; <4е“ (нли e Де,) ua линей-

ния оператор A се нарича ротор на този оператор и се озна
чава

ς τοὶ .
. Така

rot A --е, < Де -е х Де,-е, < Де +е х Де +

+е, < Де et Де, е“ . Де, не х Де .

5. Изрази 38 дивергенцията Η ротора на линеен оператор 0THOCHO

, В ортонормиран базис. Нека в пространствато [* ¢ избран ортонор
-

миран базис i, , К. В този случай, както нече субелязахме, биор-
|

тогоналинят базис на избрания съвпада г него (иж. т.2).
Съгласно формули (6.12) получаваме

| а: -{ Δ. а! -(, АЙ, а - (1, АК),

“(6.13) α-(}. Ай. а: (1 АЙ, αἱ--(). АК),

! a)— (k. Al o2 (K, Af), а -(К, AK).

Поради това

(6.14) div A - αἱ =ai+ai- (I AN+ AD (K, Ak).

Да намерим израз за rot Л. Имаме

rot A =ixAl+j ὰ ἘΈ Χ Α͂Κ.
ἰ

“ Остава да пресметнем чрез елеменгите па матрицата на оператора

векторните произведения в събкраемите отдясио. По формула (6.12)

а ще запишем

Ai—agli=a )-га;, К.

Ето zamo

i< Аб-а! Бе Егайж еа йхко -а а: К.

] : Аналегична
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jfL«i‘.‘flj-*agi—-a_ik. Kx 4K τοταΣ [ἘΠῚ].

Поради това

(6.15) гоЕЛ -(а3--а 1+ (а)--а3) j+(u]-— а1)К.

З 2. Скаларни и векторни полета.
Диференциални оператори

на векторния анализ

. Скаларни и векторни полета. B георнята на полето се паз.глеждат функциин, които на псяка точка Д от фикенрана областD съпоставят един специален обект (M), наречен тензор, В тозислучай казнвамес, че в областта D o зададено тензорио поле. Щеизучаваме само два най-прости cayuas на тензорно полес, а имен-но - скаларио и векторно поле,
Ще казвамс, че в областта D е зададено скаларно поде, 2акона всяка точка M от тази област по иякакъв закон е съпоставеноопределено число v (M), т. е. понятията скаларно поле и скаларифункиня, дефинирана в областта D, съвпадат.
Аналогично казваме, че н областта Р € зздадено векторнаполе, ако на пцсяка точка ΟἹ M от тази област е съпоставен по

някакъв закон вектор а(М), т, е, понятията векторно подле и век-торна функция, дефинпрана н бластта D, съвпадат,
Нека например E(M) е векторът папрежение на CACKTPUYHOTOполе, породено от единичен отрицателен товар, разположен в на-чалото на координатната система на тримернато прострацство £3Тогава в точката M(x, y, 2) векторът Е(М) има, както е известно,дължица 1/р, където р- ( 24 22 и е насонен OT точката къмначалото на координатната система. ЕСто защо формулата, зада-ваща векторното поле Е(М), е

в ( )
Други примери на векторни полета

рите във вътрешността на нагрято тяло
стацинарен флунден поток н др.

Ще приведем още примери на скаларни и векторни полета,KOMTO инграят важна роля в анализа и физиката. За целта щетрябва да изучим ΠΟΙΞΤΗΘΤΟ диференцируемост па скаларинио и век-торно moJe,

Понеже скаларното

са полето на температу-

. полето на скоростите па

„поле представлява числова функция, за-



СКАЛАРНИ И ΒΕΚΤΟΡΗΗ͂ ПОЛЕТА 213

Щадена в област D, понятието диференцируемост на скаларното

поле (на тазн числова функция) ни е вече известно (вж. опреде-

денке 1. 2, § 4, глава 12, част I).
Ще припомним това определенне, заменяйки думата «функция»

Те думите «скаларно полез. Нека в областта D Η £* е зададено

уекаларното поле u—f(r у, 2).

Определение 1. Скаларното поле u=f(x, y, 2)=f(M) се нарича

диферениинруемо в дадена точка M(x, у, 2) на областта D, ако пъл-

ното нарастване Аи(М) в тазн точка може да се иредстави във
вида .

3 Au(M) - А A+ A Ar+ 442 +аАх + 20y + 2582,

Екъдето A, Al A, ca числа, независещи o7 Ах, Av, А2, а oy, %4
| ay ca безкрайно малки функинн при Ax—0, _'m 0, AL--O равпн
Г на нула при Av—0, Ay=0, ἀζξῦ." ;. - .

Условието за диференцируемост на скаларпото поле ш = f(x, ν, z)
жакто е показано HA същото MACTO в част [, може да ке занише

| във вида

Au(M) - A Ax + A8y - A Az + 9(0),

където g — (Ax 4 Ау + А:)”, като това представянс е единствено.
Тази формула може Да се запише в по-компактна форма:

(6.16) аш(М)-(А, В) +е(||В”.),

), кълдето (A, h) е скаларното произведение на векторите

A=(A,, A AN h—(Ax, Ay, ἀ2), П -р.

Следователно TOPHOTO определение може да се запише н raxa:

Определение Г. Скаларното поле u(M) с диференцирусмо в

. точката M, ако в тази точка 33 пълното нарастване е вярно съ-

отношението

ащМм)-(А, ) Ἐ <( |).

Скаларното поле u(M) е днференцируемо в oGnacrra D, ako

то € диференинруемо във ясяка TOWKA на тази област.

Ще припомним, че (вж. т. 8, § 4, глава 12, част 1) условиета

за диференцируемост (6.16) може да се запише във вида

(6.17) Au(M)=(gradu, )- Ἐ В

! където вектарът gradu(M)= (")'”éf’ augr) a”éf’)-

Формула (6.17) ни дава още едян пример на BERTOPHO поле,

а именно граднента на диференцияруема в областта О скаларно

поле и(М). Определешието на граднента не зависн от избпра;на

координатната система и поради това представлява инварнант.,“
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е

Съгласно разглежданията в т. 8, § 4, глава 12. част Г в ο
чая па диферениируемо поле μ ) може за се въведе произволг,
на 4(М) по посока на вектор е:

(6.18) ξἓ —(e.Ygrad ц).

Производната по поесока очевидно задава HAKAKNO ново сжа-
ларно поле в областта D.

Понятието градиент дължи HOSBATA си на бял свяг HA изтък.
патия физик Л жеймс Клерк Максуел” и произлиза от латинскат.:
дума gradior, означаваща «раста». Както знаем от част I, глав-
ното свойетво на граднепта e, че той определи посоката на най-
бързото спускане. Максусл възнамерявал очтнатало да нарече тоз
вектор slope - - «паклон». Уилям Роуен Хамилтън““ създал за тозиа
вектор специално означение у --- абъриатата гръцка буква А (делта).
Н така, ако #, j, К е фиксеиран ортопормиран бязис, то

du Π "
gradu=gu=" 14 ῬῈ 0K,

 ́ f?};

“ф ῳ “

v ж! J r.[{r+k аг

ОТНПЧЗЛП и панменовщаинего i знака у било «атледа --- npa-
четена отзад напред думата делта. Па-късно английските учени

(О. Хевисайд, Р. Смит) започнали по-често 14 употребяват думата
«наблаз, която н влязла трайно а литературата. Знакът ¢ бил
наречен набла поради сходетвото му с рамката на древноасирий-
ския музикален ипструмент пабла. Пабла ¢ мицого удобио означе-
ние във физиката -- много фармули силио се опцростияват при не-
говото използуване, Самият Макеуел посвстил на означението
пабла специална ода в осем части,

Да преминем към изучаванета на диференцируемото векторна
поле. Понятието диференцирусмост на векторно поле ке определя
в пълна аналогкия с понятието Диференцируемост на скаларно поле

и това поинятние беше дадено още в Допълнението 2 към глава 12,

част 1.

Нека в абластта D на пространетвото Д2 е зададено вектор-
ното цоле а(М) (вектарната функция a(M) на точките M, прицад-
лежащи на D). Ще поясним, че а(М) на нсяка τοῦκα М(х, v, 2)
съпоставя вектор a(M).

Формулираме еледиото определение.
Определение 2. Векторното поле a(M) се нарича лиференци-

“ Д. К. Максуел — шотландски физяк, създател па математическата те?-
рия ηᾶ електромагнитното поле (1831—1879).

-- V. Р. Хамилтън — нрландски MATEMATHE и механияк (1805 —1843),
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1 СКаЛАРЯН Я BERTO

PHR Ο е

руемо в точката M на областта D, ако пълното нарастване Аа(М)

гсе представя във вида

7 (6.19) ла(М)- Ан+о( а|

1 където А е ликсен оператор в Е2:

4 h=(Ax, Ay, A2), 1 [ —(AxP+ Ау A7),

а of|/h|| ) — Еектор, дължината на KOATO клони към нула при

. {{π||{--τὐ.Ψ
Ако векторното поле е деференинруемо, то представянето

г (6.19) е единствена.

Накнстина (вж. н допълнение 2 към глава 12, част ), ако съ-

“ ществуват две представяния от вида (6.19), т.е. ᾷ ἐ

' За(А!)- Ав+ е( ), da(M)=Bh-+oy || |)

)

o)

(A--B)h—of [hy )

където ἐ{{ ἢ [}= μ π!.}-- {{{Ππ|}}.
. Разделяйки Ha (|А || двете части на полученото равенство, NO-

Jyuasame |, ка

Ἀ | Пе

където €= е вектор с дължина единица. Отдясна стои“ без-
Ε:

крайно малък вектор (неговата дължина клони към нула (Гпри
Τ 1--0), н следователно 2a пронзволен единичен пектор е вели-

чината“ в лявата страна е равна 18 нула:

((4-8)е-0.

Ho щом два линейни oncparopa A и B съвпадат върху еди-

ничната сфера, то те са равни очевидно 38 произволен нвектор,
т. е. те съвпадат навсякъде. Следователно А -Ξ Β,

Също както в случая на скаларно поле, векторното поле е

диференцируемо в областта D, ако 10 е диференцируемо във всяка

точка на областта ἢ.

Както и при скалариото поле, възниква въпросът за дефини-

ране на производна по посока 38 векторио поле а(М).
Нека M е точка от областта D, е — единичен вектор с KOOP-

динати COSz, COS3, со5у, определящ някаква посока.

Нека M’ е произволна точка ot D, различна ot M и такава,

че векторът М.М” е колинеарен с вектора е. Да означим разстоя-
нието между M н M е 2.
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е ее Π 
’͵ἢὃ͵ὃὉὃὉὃὃ Θ ΦΤΨΦὉὍῬὅὃ

Определенне 3, Производна по посоката e на векторното no.je
а(М) в точката M се царича границата на отношеннета

lim 28(М) _da(M) δὰ

g0 Р de de

(кагато тазн граннца съществува).
Тук за(М)-а(М!)--а(М).
Ще докажем следното твърденне.,
Твърдение. Нека a(M) е диференцируемо векторно поле, 8

4 -- линейният оператор, определен ΟἹ съотношеннето за дифе-
ренцируемост (т. е. от съотношението Aa(M)— Ah+o(| 6 || )). Тогава

да ( 22

проинзводната д-; на полето в точка M по произволна посока е съ-
ществува н се определя с равенството

(6.20) Eg: - Де.

Интересно е да сравним тази формула с формула (6.18). Във
формула (6.18) вдясно CTOH също резултатът от прилагането на
оператора A-(A,, Ay, А,) към вектора е. Резултатът от това при-
лагане е точно скаларното пронзведение на граднента на полетс
и вектора е.

Доказателство. Нека ее фикснран вектор. Избираме точ-
ката M’ така, че h--pe. Тогава съгласно (6.19) получаваме

Aa(M)=pAe-+o( || h]).

Понеже i[hij=¢, то

аа(М) | ofp)
— - =Aet—

Извършвайки rpanuden npexog при p—0 в това съотношение,
получаваме формула (6.20), т. е. това, което трябваше да докажем.

Да се върнем отново към разглеждане на формула (6.19):

ла(М)-- АВ+е( | h]).
Тук 4 е линеен onepatop, приложеп към вектора П от #3.

Както знаем, отиосно фиксиран базис вееки линеен опсратар сс
определя от своята матрица. Да намерим матрицата на лянейния
оператор А атносно ортонормирания базисе i, j, K, с който е свър-
зана правоъгълната декартава координатна система Охуг. ПНека
векторът а(М) има атносно този базпе координати P, @, R. Съ-
ласна Шормули (6.20)

#

(6.2]] fda _:-z?a__m da 'E'fiaff-‘lj‘ да _éi_ .

” ах " Ὁ] 7 ay ok -
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' Елементите на матрицшата Д на оператора А пресмятаме по
рмулн (6.13):.

ΡΊ ἰ(Ρὴ 19Р,

a% а: а dx ду 0z

„ Щ доа ὃ. 9е 2 - нн Π ῃᾳΥ

ἷἃ-π) A=l & & Πἑ ΞῚ ι ὃν :
@ αἱ αἱ / | ов в 08

χ oy 9oz

‘2. Дивергенция, ротор и прокзводна по NCCOKA на нентпрнп поле.

„Нека a(M) е векторно поле, andeperunpyemo в областта D, Тогава

съгласно (6.19)

(6.19) за(М)- Ah+a('[ #8| ),

! където А е линеен оператор, зависещ“"от точката M, векторът h
е нарастването на аргумента на a(M), а ¢(| ἢ ) -- вектор, кло-
нящ къмнула при {Π| —0, | а <е

Определенне 4. Дивергенция на векторното подле а в τοῦ-

+ ката М се нарича дивергенцията Ha линейниея oneparop A or γυ-

ловието 38 диференцируемост (6.19): 4

Фу а(М)- Чу A,

Определенние 5. Ротор на векторкото поле а(М) в тачката M

наричаме ротора Ma линейния оператор A от условието за дифе-
i T

peutipyesoct (6.19): Ν а!

rota(M)=rot A4,

НЕ i и

Ще отбележим, че diva(M) и rota(M) са дефиннирани във BCAKA

точка M от областта D. Тези величини са инвариантни по опре-

деление, т.е. не зависят от избора на базиса. Ето защо Фу а(М)
представлява скаларно поле, а rota(M) — векторно поле.

Да изберем ортонормиран базие I, , k и да означнм с Охуг

свързаната с ECr0 ортогоналка декартова KOCPAMHATHA CHCTEMA,

Нека координатите на полето a(M) относно базиса 1, j, К са Ρ.

Q. Ε.
Матрипата на оператора А отнесно ΤΌΗ базис е вече наме-

рена (вж. Формула (6.22)). Понеже Фуа(М)-ФфуА, no формула

(6.14) веднага получаваме

diva(M)=(I, AD)+(j, AJ)+-(k, АК)-

(6.23)
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—

 

ене ене 
π ́ΠἝὖὅΘῬὁὨΏἥΨ͵

където

τ З +]-%г+|( .ᾷ.".. a(M) *a:.Pi-i-QJ‘-i-RH.
р

По-нататък поради го a(M)—rot А чрез формули (6.16) и (6.22)
получаваме

rot H(M)f(fgg- -%-%] Н-(дд.„%) j+(6‘_¢? op )?
, Σ дх х iy

(6.24)

ο . κ |
ка 8

P Q R

Последната д(атермшшнта:представ.пнпа у добен за запомняте
символичен запис на ротора,

Да пресметнем производпата на оектарното поле”а(М) по по-соката е. Ще се възползуваме от формула (6.20):

da{ M) A - “e e“ 
. #00 - i

Понеже единич ΠΗ Π вектор ¢ има координати (cos z, cos 3, со5 у),T

i’%?). ~Ae=A(icos « + ) cos В4-К соз у) -
-- (08 ΔΑ͂Ι Ἐ соз В A + со5уАК.

По-нататъктпо формули (6.21)

а on)TAI=S00 А)-- 0 gy B

поради което

Karo вземем предвид, че a=Pi+Qj+ RK, можем да напишемн следния израз за пронзводната N0 посока

да(М) Ρ дР . 0Pyῤἷ“"(ἷί со5 х Ε ἃἷιυετβ-ἓ--ἆἶ“ιωἆΐ)ἷ"ἷ'
99 Q.o 99 ;+ -совач G сов 3 02 сов +
а ай . #в .

Ὶ .
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, Някон други формули на векторния анализ. Да предположим,

ge в областта Р са зададени скалариото полс ЩМ) и векторното

-роле a( V), като всички частни проинзводни от втори ред на фупк-
-пните w( M) и а(М) са непрекснати в областта D. Тогана вектор-
goto поле grad и е диференинруемо, а Шу а(М) е диферечцируемо

гкаларно поле; гоа(М”") е днференцируемо векторноа поле. Сле-

5довнтелнп диференцналните оператори grad, div, rot могат да се

пряложат още веднъж п имат смнсъл следните операции:

rof grad и. divgradu. graddiva.

divrota. rotrota.

. Hexa I, j, К e Фиксиран ортонормиран базис, а Охуг e свър-

lsanara с него правоъгълна декартова координагна система.
Твърдение. В сила са следните съотношения:

rot Ргади - τατα =0,
| 

3 ф ι}3

div grad u -- (v, vu) = du “"3‘; и д;: + ::*
#р 10 : )'

grad diva=vy(y,a) - (*д;? ὑτὸν Т dxd:|

} _r_(-aar' BQ „ PR ) ”( Ρ ο PR }κ.
«не i ————— и

dxdy + Г дуз дудг дхд Т vz s
divrota— τ (v а)-0,

, τοίγοϊ ἃ-- τ - (vxa)=graddiva—Ja,

където

4 ε}

Vol ἙΪῈ РК : "

” . Даказателство. В:ичкиге формули ce доказват по обща
|« схема: последователно се прилагат към скалариото или векторното

поле съответните днференциалин оператори. Да докажем напри-

мер първото равенегво. Вгзкторъг ргафи-фиц има координати
. {Ou du ди: (":Е“ oy ὃΣ )τ поради което за га gradu —gx gradu получаваме no

формули (6.24) израза

ка ?

ππᾳἝὀπἓΡΧΕΠυ“;ΐἕἓᾗ :ζ;)ὶ
| (Едш: ὅ3ι )j | ( Ful Ry )н=0.
TV озах oxaz |7 \oxdy avax

Да докажем второто съзгизш2а те (аж. фоомула (3.23):P,

. , ὃ .. 091, а du ., du ., K Ou
div gradu=(v, vu)=(1 50+ а РК а b 57 ΤΡῺΣ К)

-
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Ш-ш“--ч-ч

ι #а 9

=5§fi+§:v’+ ὅτι = Al
Снмволът A (делта) има специално име — оператор Ha .1::.

лас“. По такъв начин символно можем ὰ запишем А “.
Ще докажем н TPETOTO съотношение, предоставяйки докалао.

телството на останалите две равенства на чнитателя. Да запише

. дР а авgrad Щуа--у (v, а)- τ [ἆἷ +...д%+.д?)„. τὸ,

къдета

Ρ 09 ак

й дх+ду Γ ε"
По-нататък

db Π дь

Wb ς Ε ς ΤῈ , К
и замествайкн b с неговия израз, получаваме дясната страна нл
третото съотношение, Твърдението е доказано.

“ Г Забележка. Както вече нпееднократно отбелязахме, вел::
чините grada, Шуц, rota са инпварпантии. Тогава са ниварианти!
и величините rot gradu, ФШу пгаЧи, graddiva, divrota, rotrota
Следователно OTHOCHO всяка ортогонална координатна слпетема
имаме например

дЗа фФа "Е
irotgrada—0, Фу gradw—du— 5 - 1o 7 rr i

divrola=—0.

4. Заключителни забележки, Да обсъдим физическия емисъл 1
разгледаните поиятия дивергенция п ротор. Дицергенцията на неь-

ar 90 arторна функция diva=(y, a)— дх 13}.7+5'§ се определя от ско-

ростта на изменение на венчки компонецти на вектора в «собстве-
HOTO® им напразлешие. Ако векторното поле описва флунден по-
TOK, то положителиост на дивергенцията (Шу а->0) в дадена тачка

означава, че ΟἹ тази точка изтича повече течнаост, отколкото ге
влгва п пея. Казваме, че такава тачка представлява извор. Акс
diva<0, то наблюданаме обратния баланс и точката предеставлява
бездна, т.е, в нея се влива повече, отколкото изтича. Ако diva=0,
то съществува балане -. влива се толкова течност, колкото г
изтича.

Величината ротор на векторно пале

“ П. С. Лаплас — изтъкнат френски астранам, математак и Ффизик (1749-.
1827).
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ῖοἳπ-“ἳζ“ξἓπίἓξ-ἓἓ) ἷ-- ίὓἓ“ἑυἶ ) j*{fip aQ) Kdx s ду СК

гу к

4 9 0
= dx oy ὃὲ

Ра R

'

ὍΘ нарича още вихър. Това названние € свързано г TOBA, че той като

це «смесва» производните п компонентите. Той като че «следиз как се

изменят компонентите на векторното поле а(М) в ««уждите» напра-

вления. По такъв начии ротор представлява мярка па «въртенето» па

векторногто поле. Впрачем, ако у е линейна скораст, то векторът W
1

а ъгловата скорост на въртене е ὦ - -; rotv. Този вектор е на-

свочен по оста на нъртене. Оттук е дошло п напанието ротор.

' Β заключение ще приведем системата от YPaBHCHI Π8 Мак-

“Суел 33 електромагиитно:о поле във вакуум.

1. div Е - j’ . ; .ἢ,
а

#8 | .! дЕ

ὋΙ 4. rot B Σ Ὑ Ξ ot
-3. rot Е --

Тук Е(М, 1) е плъгичетга на електрическии ловар (количест-

вото 1A товара в единица обем), J(M. 1) ¢ вектарът плътност па

електричния ток (е корогтта на протичане на тавара през еданично

Lgeqenne), E(M, 4) к 8(2А1, 1) са съответно векторите напрежение на

селектричното и магнитното поле, 2, 1! е са размерни конестанти, а

7е — скьоростта на саетлината зъв вакуум.

. §3. Основни интегрални формули
. на анализа

# В този парзграф ще бъдат доказани OCHOLHHTE интегрални

1.формули на анализа -- формулата на Грийн“, формулата на Ост-
роградски--Гаус“” и формулата на Стокс“““. Тези формули пред-

ставляват, OT една страна, отиващи дгалече обобщения на форму-

у пата на Нютон--Лайбнии рсновната формула на интегралното

.

+ N Грийн - англнийски математик (1793--1841).

, .. Ν Β. Остроградски — руски математик (1801—1861).
- K. Ф. Гаус — пемеки математик (1777—1855).

... ж. [ ὕτοκς -- английски физик и математик (1819--1903).
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ееее ене а

смятане, &, ΟἹ друга - особено важи формули на математичес к.:.
анализ и математическата физпика.

1. Формула на Грийн. Нека = e равнина в пространетвото ЕК -- едиипчен нормалец вектор към π, я D — едносзързана οὔ.
ласт в г (ще напомиим, че областта D се HapH4Ya едносвързана,
ако всяка частична гладка затворена крина без самопресичаяния,
разположена в D, огражда област, всичките точки на която πρι:-
надлежат πὰ D). Нека пбластта D удонлетворява следните лавс
условня:

1) грапицата € на областта D представлява затворена частичиг
гладка крипа без осабени точки;

2) в равнината х може да ссе избере такава правоъгълна де-
картова координатна система, че всички прави, успоредни на коор-
динатните оси, пресичат С в не понече от две точки.

Пека накрая t е единичният вектор, донирателен към кринватаС, съгласуван с K, т.с, положителната посока на обхождане на
кривата С съвпада в придложната точка на вектора t с посокал
на този вектор, и ако гледаме от края na нормалата К, контуръ;С е положително ортснтиран (обхождането му се осъществява п
посока, обратна на часовинковата стрелка), Казваме, че ориента-
инята на кривата С е съгласунана с нормалата «по правилото на
тирбушона».

В сила e следната теорема.
Теорема 6.1 (формула на Грийн). Пека а e векторно полс,

диференцирусмо v областта D, удавлетворяваща условията 1), 2),
й нека пронзводиата Π а MO веяка посока с непрекъс ната в обе-
динението О UC—D. Тогава е вярна формулата

(6.25) U (k, rot a) dat.(fi (a, t)dl.
ся

Интегралът отдясно обикновено се нарича циркулация на Rele
торното поле а 1o кривата С, а този отляво — NOTOK па век-
торното поле rota през областта D.

Дадената формула допуска следната физическа трактовка: по-
TOKET на векторното поле rota през областта р (потокът топлнна,
течност и др.) € paBeH на циркулацията на векторното поле а по
затвореиция контур С (на работата на силите на полето а за пре-
местване на точката по С).

Доказателетво. Тъй като всички влизащи във формула(6.25) функции са непрекъснати, та двата UHTErpana същестеуват.
Ще отбележим също така, че иптегралите п дявата и дясната

страна на формула (6.25) са пниварнантни относно избора на пра-
воъгълна коордниатна система, понеже величините (K, гай а) и (а, t)
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зависят от избора на декартовата координатна система.
Ще изберем ортогонална декартова координатна система Охуг

така, че да е изпълнено условие 2) и оста ὡΣ да е насочена в

‘pocoxata на К. Понеже векторното поле а-Р(х, у) 1-О0(х, y)j+
+R{x. vk e равнншш. 10 R(x, y)=0,
‘t=(cosx, cosj, cosy)= (cosx, cos3, U)—(cosz, sinz, 0),

" Счедовате:кно можем да запитем, че

|
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#й : Θ ай, дР 98 ад дРr N LA, &) р З! imta“(ay a:)'*(a‘ a,-:)j‘*‘(ax ау)“
aQ дР,

| (ὢ )κ.

По-натазтък

, (к, ωἰε):ξἓ-ξξ- (а, ) -- Ρίοος α + Ὁ 5щ «.
I

| F Понеже а Тобласти в равнината de=dydy} τὸ формула (6.25)

r JROGHBA вида

ἷ 3Q адР
Ἱ]Ιικ rota) εἰσ = ff {ἷἶ ῦν) ἀχὰν

Ἱ-;Φ (Pcosz+Qsinz)dl Φ Pdx+Qdy.
сс

[Тчн използувахме, че ἀχ. cosxdl, ду sinzdl, Ге дължината т на
" | дъгата πὸ С, избрана като параметър, чието нарастване е съгла-

ι „сувано с направлението на опниеване на С.)

[b За да докажем форщлата на Грийин, « достатъчна да дока-
' | | жем двете раненства:

} [-- --f @E;"dxdy :Φ Рах,

! "- f e 'y ахау-- ф dy.
с

ὑ Да разгледаме фиг. 6.1. Нека права, уе поредна на оста Oy,
пресяча С Β точки с ординати у4(х) н vo(x), м) и4(х). Нека ху И ха

са най-малката и най-голямата абсциса па точки от областта

tD кривата , съединява точката (X, V(x;)) « точката (v, y(x.)),

|

|

!

1

нн

а кривата С. - точката (χς, у(ха)) с точката (х„ ), така че

σ- - ι ο Cy, Ος са ориентирани съгласувано с С. Тогаква 1o фор-
мулЛата за изразяване на двойния интсграл чрез повчорен получаваме
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х: _)’i’[:} )Р у

щ С() Ay

-

- j P(x, va(x)) zfx-—l Pdx ( | Ρά.τ)-ᾧ Рах.
: Ὁ, с

Аналогично ссе пресмията интегралът Л. Теоремата е докзазаниа,

Забележка |. Теорема 6.1 е вярна н за по-общи област.

р с грапцица С, коитоа « намощта на крлаен брой частична гладь.

криви MOrat да сс разделят на краен брой подобласти Dy с гра-

ници С #-1,2,.... 2, удавлетноряващи условията 1) н 2.

Нанстина 33 всяка от областите (), съгласно доказаното е вярна

формула (6.26). Събирайки получените равенства, поради адитив.
A

постта на ДВОЙННП HHTCrpan ц лявата страна Σ f[‘! можем Да 31-
фъ | .

i

- #.

меним с _Q , а отдясно Σ Φ -- с Ф, понеже интегралнте πὸ
=1 (4 с

«вътрешнитез криви се унищожават поради ннтегриране в протпи-

воположни посоки,

Забележка 2. Можем да се откажем във формулировката

на теорема 6.1 от условието 2), т.е. да смятаме, че границата иг

областта D с затворена частична гладка крива С без особенни
точки. Доказателството на този вариант на теоремата обаче малко

се усложнява.

Забележка 3, Уесловието 38 гладкост на векториото поле

може също малко κ се отслаби. Достатъчна е да поискаме полето

s T.e. по помощлите частично гладки крнви, разделящи областта 0.
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“ -

τ g да бъде непрекъснато в DUC—D, а диференцируемо само в D,

| gATO TPOH3BOTHATE му по вояка посока да бъде непрекъсната в D
.

l Формула (6.25) се запазва, обаче влизащите в нея интеграли 
ca,

. изобщо казано, цнесобственн.
! 

.
Забележка 4. Теорема 6.1, т.е. формулата на Грюийн, c

обшия случай, когато областта / пма граница С, която
вярна и B

( е само ректифицируема крива“.
Забележка 5. Формулата на Грийн (6.25) може да се за-

пише, какта това следва ΟἹ доказателствота, във вида (6.259

; - “у 19 дР
“ (6.25) ({32 25) ахау- ф ράτ--ράν.
# . s дх ὧν , .

3 с

I

Ще отбележим. че интегралите B ляната и дясиата страна н
а

l равенстиота кмат инвариантен Xapaktep, 7.0 гтойността и фор-

мата им не се изменяет при преминаване към нова декарто
ва KOOp-

дннатпа система. Наийстииа етойностите на подиентегралните изрази

отляво и отдясно на формула (6.25) са съогветно равяи на (K, rot а)
и (а, (), който «а инзареантни величини, Формага на подинтеграл-

L) онвите изрази зъв формула (6.25) също очевидно не ге ,зменя п
ри

Щ преминаване към нова лекартова координагна кистема Oy axo

векторното поле а има OTHOCHO новия базис координати РРи Q.

ОО τὸ

μ | aQ AP\ ag ὃΡ' aQ e
+ ГЙ! - Ν Ν - [ ] = # . = Ty T T ‘¢

# (K a) (д: ду ) (k (δ: ду }k дх ду '

(a, Yl — Pdx+Qdy τ (Peos 2"+ Q' sin аШ -- Рих τ Οὐγ',

Остава да о; бележим, че якабланът на трашлформацията при

пречинаване към новата координатна система е равен па abeo-

лиюпна етойност на единвица, а парамегтризапеята с помеащта ипа

П дължината на дъгата като параметър пе зависи от координатната

снестема, Ето защо ичтегралите в лявата и дясната страна на
Ξ

(6.25") пе менят стойността и формата си.

на 2. Формула на Остроградски — Гаус. Нека D е едиосвързана област

Β Е от.е. 38 всяка частично гладка затвореца криза С, лежаща

П в D, може да се намери орисаятируема частично гладка повърхни-

.. на G, която лежи B D ая има граштша С. Нека границата 5 на

областта D удовлетворяна следните две условия:

* Виж статинта на 2. Г. Позчяк. Ἐ. Β. Шикин & ДАН CCCP, 1980, т.
253, Δῷ 1, 4944,

155 Mzrewztasecswe ἐξάσπαβ, П 9507
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питеграла в лявата страна ще получим интеграл върху D, а

дясната страна поради това, че външпите пормали към гранийпте

на подобластите Р, в точки, принадлежащи на границите на двзе
такива подобласти, са NPOTHBHO насачени, интегралите па повърх-
нините, KONTO са общи чаести от границите на две подобласти,

имат «ума пула. Следователно остават само интеграли по повърх-
нини, коинто са части от граниниците на О й konto имат обединенние

точно границата 5 на областта D,
Забележка 2. Във формулировката на теорема 6.2 можем

да се откажем ΟἹ изиеквансто на условието 2) и да смятаме, че
повърхиината 5 е частично гладка, двустранна, пълна, ограничецна,
затвореча и без ocofenn точки, Доказателетвото на терремата и

този случай се по-сложно.

Забележка 3. Можем да смятаме, че DEeKTOPROTO поле а

съществува в DUS—D и е иепрекъснато диферениируемо само н
отворената област D. Тогава тройният ннтеграл във формула (6.26)
трябва да се разбира като несобетвен.

„» Забележка 4, Фармулата на Остроградеки — Гаус може
ὰ се запише, както това следва от доказателството, във вида

Г s о,ав.
ji!.’fi(l_fi !'g'_r# ιὃς )9х йу аг

(6.267
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. __-_-@(de dz+Qdzdx+ Rdxdy).
а

Ше сотбележим, че интегралите в лявата н дясната страна има
т

: мнваруавтен характер, т.е. стойността и формата им не се ме
нят

гпри преминаване към нова декартова координатна сястема. За да
ев уверим В това, е доастатъчно да направим разсъждения, анало-

гичин на тези от забележка 5 след доказателството на теорема 6.1.

3. Формула μ Crokc. Нека 5 е едносвързана повърхнинна в ΕΞ
1 (т.е. всика частично гладка затеорена крива без точки На camo-

пресичане, която ΠΌΗ в S, огражда мпожество от S, хомеоморфио

на кръг), удовлетворяваща следните условяя:

1) повързнината 5 е частично гладка, двустранна, пълна, О0Г

раничена, без особени точки и има граница затворен чаестично
гладък контур #Л

2) може да ¢ избере декартова коопрдинатна система такава,

че 5 се npOLKTHPA еднозиачно върху всяка от KOUPIHNATIHTE рав-

нини.

! Нека п е единичният вектор на нсрмалата към S, U -- еди-

ничинят вектор, лопирателен към С, съгласуван с Π (вж. T, | на

този парзграф).

В сила е следнагта теорема.

Теорема 6.3 (формула на Стокс). Нека а е некторио поле,

непрекъснато диференцируемо в околниост па повърхнината 5 (т.е.
в отворено множестно, 0T Е?, съдържащо S). Тогава ¢ нзпълнена

формулата

(6.27) (fi’ (n, rota)ds - Ф (a, t) «4!.
5 с

1

.

Теорема 6.3 допуска и такава формулировка: потокът па BEK-

тора го! а през повърхнината 5 € равец на циркулацията на век-

тора а по затворения контур С.

ЛДовазателетаво, При условията ца теоремата интегралит
е

във форму ла (6.27) имат смисъл. Формула (6.27) очевидно е ин-

вариантиа етносно избора на базис. Да изберем правоъгълна де-

картова координатна vicTema Охуг такава. че 5 се проектира

езнозиачно върху TPHTE координатни равниии, Нека

a—Pi- Qj+RK, n—(cos X, со5 Т, cosZ),

t—(cos=z, cos3 cOsY).

| Ориентираме координатната CHOTEMA така, че нормалният BEK-

тор п да образува остри ъгли се координатните OCH.

е и Ν
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Използувайки израза 38 Γοὶ 8 спрямо декартова правоъгълна
ко ординатна CHCTCMA, можем да запишем:

ςξὗ (п, rota) ds—
5

(6.27/) = ᾧ { (Ἑἷ---ζξ-) со5 Х + (-gf—%i) cos Y + (.?_?_ ffi)wsz} 4
ч 

dx ὧν

:ῷ(π. ί)ἃΙ:ἐᾧ (Pcosa+Qcos s+ # со5 у) Ш - ф (Pdx+Qdy+ Я а:).
с

Очевидно достатъчно е да докажем, че

д[-- ςξὗ (-ζζ-ι:οε γ-.ὦ msZ) ds -.ςὖ Р ах.
" - с5

Доказателството за остапалите събирасеми:

Г ? (-ξ-ξ 608 Z—-92 cos x) ἀε-- @Qdy,

L- ᾧ (ΐἓ- casx-—-%g— cos }") ds= ? R dz,

с аналогична.

Ще отбележим, че S е частично гладка Η ce проектира едно-значно в Oxy. Нека D с нейната проекция, а Г — проекцията наС в равиината Oxy (вж. фиг. 6.3). Поради това S се задава с
уравнение от вида =2z (x, y), където 2(х. у) е диференцируемафункция, Имаме

cos У —— ."‘L,' T = i- щ + 
1"“ ?“У +"',;:'i“_p Jl+'-l+*)’

1Аналогично cos Z::—;--—_. —
V2 &'

Torasa, вземайки преданд тези формулн. получаваме

ap д5 9P\f==“'%P(TE7'7%f+_EF)LOSZ“m

=[5 [ Pl 2() [avay,

понеже BLPXY повърхиината 5 функцията P(x, y, г) е равна на
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| 4 я

- ΩΡ ал ОР dP («.у. < (х. ))
P(e,y,2(x, м)) н -,” т ЕЕЕ ες а интегралът по

повърхнината S € равен на двоен интеграл върху р.
Cera, като използунаме формулата на Грийн, имаме

Тук използувахме, че ако една гочка (x, у) лежи на кривата

Г, 1o точката (¥, ¥, 2(х, м)) очевидно принадлежи на кривата С.
Теоремата ¢ доказана.

Формулата на Стокс e нярна и за во-общи ограничени, пълни,

частично Тладки, лвустрании повърхнини с частично гладка
 гра-

ница.

Забележка 1. Преди нсичко ще покажем, че формулата па

Стокс е в сила за повърхнини S, конто удонвлетгворяват усло
вието

1), no, изобщо казано, не удовлетворяват услависта 2) за едназ-

начно проектиране на S въз цсяка от координатните равнин
и,

Оказва се, че съществува число #7>0 такова, че за всяка част

Ф на повърхиннната 5 ¢ размери. па-малки от 4”, може да с
е 1:3-

бере координатна система такава, че Ф се проектира еднозчачно

във нсички копрдинатни равнини. Панстина нека M, e фикси
рана

точка οἹ 5. Прекарваме допярателната равнина през точката My

" нека пм. е единичен нормален вектор KBM повърхияна
та B точ-

ката М.. Избираме хкоордиязтна правоъгълна система таказа,
 че

. Такава част OT повърхинната се съдържа в кълбо с радпус 
&
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BELTOPBT Dy, сключва остри ъгли с KOOPAHHATIHTE OCH. Понежкеполето ΟἹ пормалите п е непрекъснато, то съществува околно--на точката A, нормалите във всички тачки на която сключна г
остри ъгли с координатинте оен. По тогава съгласно доказател.
CTECTO на първоо твърдение от глава 5 и забележка ? към
несго можем да твърдим, че същестиува околност на точкатаM, ¢ радпус 3, която еднознаяно се проектира върху BCHUKI ко-
ордичатни равикни.

Ще подчертаем, че чнелото 3 изобщо зависи ΟἹ точката M, -ὅ-- (M) Ще докажем, че може да се изберс упиверсално, неча.
RHCCULO от το ματὰ чиело # с указаното евойства. Да допуснел:
протненото, т. е. че такова число не същестеуна. Тогава за всяка
Sn— o =1 20000, може Да се намери част Ф, па павърхнината
5 1 оразмери, па-малки от б,, която не се праектира сдлнозначио
върху TPHTE координатна равниини на произволна декартова коор-
дипчатна епстема, Избираме във веяка част D, τ сдна точка M.
01 получената редица избираме подредица, клоняща към точкаM ΟἹ повърхияната . Съглаесно предишниате разглеждания съще-
ствуна околиост па точката M, коята ке проектнра еднозначно в
ксордунатянте разиини па подходящо избрана правоъгъляа коор-динатиа сиетеча. Но тази околност за пякой помер п съдържачастта Ф ΟἹ S, конто поради tosa също ще се проектира едно-значно пърху трите координатин равнини па координатната (1:-слема. Получи ке противаречине ¢ избора на @,, което it трябваше
48 се докаже.

Сега нече не се трудио да заключим, че формулата на Стокс
€ аярна 32 повърхнини, ΚΟΙΠῸ удовлетворявач yeaosnero ), но не
удовлетвориват я абщия случай уесловието 2), За тази пел ще раз-дробим поаевт.рхнината S | kpaen брай гладки части Ф, с размери,
по-малки Ο указаното по-горе число 3, Фармумлата на Стокс с
вирка за всяка от частите @, понеже b, с«е просктира едназ-
начео пърху ченчки каординати равииви нз полходяща декар-това колрдикатна еистема, Сумираме левите н десните страни наполучеяите фюрмули, Интегралите по общите участъци от грани-
ше ка частите @, се взечат в протпвоположии посоки н поради
това се уицщожават. По тази причина отляво ще получим инте-
гГрал по пъвърхиитната # ΟἹ айелечипата (n, гоГа), а отдясна --
нитеграл по границата ( на повърхинната 6 от величикнвата (а, t),T. е. формУулата на CToke ἼΔ разглежданата повърхнина от по-общ вид.

Забелсжка 2, Формулата на Croxe e вярка п за повърх-нини 5, капто ¢ помощта на частлчна гладки криви могат да сераздробят ua краен брой сдносвързаня повърхниви, удовлетнворя-
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ващин услозието 1) Доказателството на този факт е очевидно: до-
статъчно € да сумираме интегралите ог лявата н Дясната страна
pa формулите на Стокс 33 указаните повърхнини и 13 отчетем, че.
интегралите по кривите, осъществяваще раздробячнацета, се вземат
в разлизни ΠΌ ΟΚΙ н порадн това се уевищесжаваг,

Забележка 3. Както следзза от даказатглството, формулата
на Стокс (6.27) може 13 се запише във нвида (6.277)

а ТЕ СКА НН СИ КС НН К ,Ф1)л ааа

(6.27) |

| *-?-(-—‘;—g-—fi’) tOSZ}u’s—@(Pdr-{—Qd_w—&Rd:).
' с

Ще отбележим, че интегралите отляво и огдясно имат инва-
ΠΡΗΔΉΤΕΗ характер, т.е, стойността и формата им пе се променят
ЩРН Π ΠῈ към нова декартоца координатна сйетема. Зд да
фе убедим п това, е дастатъчно да проведем разсъждейния, аналач
Тични на тези 0T забележка 5 след доказателетното на теорема 6, 1

Ἀ

“

З 4. Условия за независимост
на криволинейния интеграл

в равнината от пътя

на интегриране

Нека а(М) е векторнко поле, дефинирано в свързапна област
‘D B равнината. Ἄ Ν

Определение 1. Фупкиняга } ге парича опотенднал а
полето а(.И) л областа D, яака в тази област

a(MY—urad U7 (AN,

Поле а, KOCIO NPUTCIKRRA LOTEHLEATY, се нарича потенциална

Теорема 6.4. Пека функините Р(х, у), Q(x, м) са чепрекъснати
Β D. Стойността на интеграла

f Pdx : Q d_}*
el

AH

за произволня тоски A¢ D, Β ( D не зависи от wacTHYNG гладката
- Ν

крива ABCD, съедиияваща точките А и Β. тогава п сгмо тогава,
когато полето
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а(х, м) Ρ , у) Qx, ))
е потенцнално, В този случай

i P dx-+Qdy—U (B)— U(A),
Β

където U (х, у) е потенциал на полето а(х, y).
Доказателство. Достатъчност. Нека

а(х, )-(Р(х, у), О(х, ¥))—grad / (v, м)
ди ди- ('&.—:" . ἶ)

Да съедииим точките Д u Β, избранви произволно B D, с гладка

крива ABD и нека x=x(f), y=y(t), ащ с параметричнота
адийи ὃὺпредставяне на тази крива, От непрекъснатостта на аг П ὃν За-

ключаваме, че функкинята U(x, у) е andepesunpyema в D. Тогава
по формулата на Нютоп--Лайбниц noayuasame

й

[ Pdx+Qdy= | Р(4, у(4) (0
:‘-fi «

+9(48, YN αἱ -- [ U, dt

= U (x(8), у(2))-- ὐ (x(a), а)) - U(B)~U(A).
Heo6xoaumoct, Фиксираме пронзволно в D точка Mg (2, Μεὶ

и Heka M (x, у) e произволиа точка ΟἹ областта D.
Полагаме

и(м)- [Ράχεραν,
MM

където интегралът е взет върху произволна HACTHYHO гладка крива,
съединяваща тачките My w M (вж. фиг. 6.4).

Ще покажем, че така дефинираната функция U, у) е тър-
сеният потештиал на полето a(x, ¥)—=(P(x, у), Q(x,y)). Да дока-

жем нгпример същеставуването на -ᾖξ- и равенетвато -%Е--»Р(х. V).
Да се преместим ΟἹ точката M (х, у) п точката N (х--Ах, y),

така че атсечката МА да се съдържа в D. Това може да се Ha-
правл за всички Ддастатъчно малки нараствания Ах, тъй като D

е отворено множества, При такова преместване функаията U(x, у)
ще получи парастване
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# : υ (х+ах, 9)—U (х, )= | Pdx+Qdy
il

1 MAN

l"" — ἷ Pdx+Qdy= f Рах+ ( ду,
| : м м

;,v' Координатата у e константа no отсечката MN и следователно
l L THAX

! F' ὑ (χ ττὰν, y)—U(x, v) - dex== [ P(t, у) .
" ὮΝ "

| ] {' Поради непрекъснатостта на функцията Р (х, у) съгласно тео-
::_;:mara за КРЗЙННТЕ пиараствания имаме

i l" и (x+Adx, у)--й (x, у)- Ρ (x+81x, у) Ax,

Жжъдето 0<8<1|.

4 Оттук Ux+ arx, ζ); {/(x, у) =P (х05х, p).

Hanoasysaiki иепрекъгнатасгта ua функцията Ρ (х, y), след
Граничен преход ΠΡῊ Ах-О получанаме

а
. : Р α.}).

Съвършено аналогична се доказва H равенството

) N х ).

Теорема 6.4 e доказакна,
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Ако полето а(х, у)-(Р (х, у), Q(x, ¥)) е потенинално ¥ фуне.
ините P(x, у), ( («х, у) са непрекъснати заедна с частните си Про-
изводни в областта D, τὸ трябва да е в сила равенството

Ρ 99
ἣν dx |

което означава равснство на смесените "РЙ"ЗБЗДНН:

ази ot

дудх ὥχῦν

Съгласно теорема 6.4 едно нсеобходимо условие за независ .

мост πὰ криволинейния ипитеграл

f Рах+ ο ду
п

от пъти на интегриране в случая, когато функините Ρ (α, υἡ,

Q (х, у) и техните частни пронзводини са непрекъснати в областта
D, е да бъде п сила лесснопроверяемото равенство

Ако областта е едносвързана, то това условис е и достатъчно

30 пнезавциенмостта на иптеграла f Pdx+Qdy ат избора на kpr-
Че

Al

ната, съединяваща дадените точки Л и B, За да избегнем изподл.
зуването Ha недоказаната в общия случай формула ua Грийян (за

бележка 2 към reopema 6.1), отиачало ще разгледаме случая, ко-

rato областта D е кръг.

Теорема 6.5. Нека функцинте Р (х, у), Q(x, у) п техните частни
пронзнодии са непрекъснати в кръга K. Тогава полето а(х, 1)

=(P(x, у), Ο (х, ν}} е потенциално в този кръг тогава Η само τὸ-
гана, когато

o ὃρ .

ὃν ox B А.

Доказателетово. Нужно e да локажем CEMO Достатъ-
настта на условието, През пцентъра M, на кръга прекарваме пра-

вите Мох” и Мо", успоредни съответно на ocnte Ох н Оу. ΟἹ npo-

изваолна тачка Δ (х, )¢ К спускаме перпендикуляри MM, н ММ,

към Мх” н Mgy’ съответно. Точката M, съсдиняваме ¢ точките
M, и M, с помощта на отсечките MM, и M M.,

Прилагайки формулата на Грийн (6.25') 33 правоъгълника,
получавамес
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f Pdx+Q dy:tl;f (%fr—-%%) dxdy=0,
, ῃ

MM MM,

откъдето следва, че

| Рах+0ан- | Pdx+Qdy.
ння Р —
MM MM

-

т.е. интсгралът ’ Р ах-О йу не завнеи OT начупената у от Jue

отсечки, успоредин на коордицатните осин, свързваща фиксираната

точка M, с точката M, Тогава дефиннраме функиията

UM - | Pdr+Qdy,
At M

KBACTO M M e начупена or две огсечки, успоредич на координат-

Ἧπτο оси. Проверката, че така определената функиня U («х, у) пред-
ставлява погенциал ни даденото поле a(x, V), се извършва апало-

THYHO на проверката, извършена при доказателството ца тей-

рема 6.4.

Теорема 6.5 е доказана.

Забележка. Теарема 6.5 ¢ в евила за произволиа едносвър-

зана oGaact D. За пелта трябва да се докаже, че условието

Ρ ὑ .
oy ὃι Р айластта D

е достатъчно 38 независимостта на криволипейния интеграл

f Рух- й ду
Ха

- il

от избора на кривага AR, съедиияваща точките Д и Β, Да дока-

ἯΚΕΜ това.

Нека L e произволна затвареиа частично гладка крива, ле-

жаща в . Да азначим с Д“ областта, оградена ar кривата L.

Поради едносвързаността на областта D всяка точка ot областта

" нринадлежи на D. Прилагайки за областта D* формулага ва

Грийн (6.25") (авж. забеслежка 2 към теорема 6.1), имаме

Ъ[Рбх-.-йфъ*:!:]( o3y ) ахау-0,

откъдето следва, че за произволио фиксирани точки A и B от οὔ-

ластта D н за всеки две частично гладки криви ACB и АСВ,
съединяващи тези точки, са в сила равенствата
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не е ееее н

о- | Рах+дау- Г Pdr+Qdy— | Рах+йдау
а ння

ACB ΒΩΑ АСсА 864

- Г Рахч+дау-. | Pdx+Qay.
ACo Σ

Ппрадп TORA

f Pdx+Qdy— f Pdy+Qdy.
gtе и

ас8 Ἢ

Следователно стойнастта на интеграла

f Pdy+Qdy
Al

не зависи ΟἹ частично гладката крива AB, съединяваща точките
A n Β.

§ . Някои приложения

1. Изразяване лицето на област в равинната чрез криволинеен
ннтеграл. Нека едносвързаната област D с граница С удовлетво-
рява условията от теорема 6.1, Полагайки във формулата на Грийн
(формула (6.25)) P~ у, О-х, ще noayynm

ζ f 2 εἰχ ἂν = ф —ydx | xdy.

3a лицета s(D) на областта D в равиината имаме следиото
изразяване с помощта на криволинеен интеграл по ориентираната
rpaHina на тази област:

а (D)= Ξ ф--„т.т:-т-..тду.
{

С получената формула ще намерим лицето Π8 областта, огра-
ничена от кривата x=a(t- 5п1), у-а(1-са51), 0=t=2=, a>0,
(Диклойда) и правата y=0. Понеже интесгралът

f——-yd.r+xdy =0,
м

където у е отсечката 0<х22Зх, y=0, 10 съответно на положител-
ната ориентация на контура имаме
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"
-

a(D)= ;] ( —a*(l—cost)*+—a*(t—sint)sint) 44
Зе

- it
‘- -

_a:} (¢—2cost -tsint)di—2za" 9;—[ 1511242

! + ῳ

=gt 2 (Е е05) -ὐπαῖ."

- -

ч2

=

2. Изразяване Ha обеми с помощта на интеграл no повърхнина.
Нека D е едносвързана област в Е? с гранлца S, удовлетворяваща
мелопията на теопема 6.2 (Формулата на Острограаски -- Гаус).
Нека в областта D

P(r.r\'. 3)7:.1‘, Q(,"f, v, Z:I =Y, R(_rj- YV, 2)--2.

ο Тези фуйкини удоялетаоряват условията, при KOUTO е в сила

формулата на Остроградеки — Гаус, п загова

“

- -

“ | ἶ хйуа: « ydzdy4-zdvdy — Π. I Зах ау а: =3V (D),
b

+ “

жълето V(D) е обемът на опбластта D.
- 3. Да разгледаме BCKTOPHOTO поле, породено от електричен

гшнвр с големина д. Разполагаме ΤΟΊΗ товар в началото на каор-
дннатната система. Силата, която дейстаа на единичен топвар, раз-

ς полдожен в точката M(x, y, 7), се пресмята съгласно закона на
Кулон по формулата

τ

Ε(Μ)- el

където ге радиус-векторът на точката M, r—yx*+yi+2%, ¢ e
константа.

Електростатичнота поле Е е потеяциално в EN [0}, Ще на-

помним, че полето a(M) се нарича потенинално в областта D, ако

п съществува функция U(M), дефинирана в областта D, такава, че
1

: a(M)—egrad U (M).

Потенциал 38 полето £ e функцията

. Ф)е .
41.:245 r

|

Полето Ε, породено OT материална точка с Maca m, разполо-
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жена в началото на координатната система, се нарича гравита-

инонно Η също е потенциално.

По закона Ha Нютан силата Е(М), с която полета действува
на маса с големина единица, разположена в точката M (v, γ", o),

се пресмята по формулата

За потенцнал на полето Е в цялото пространство Е 2 нз.

ключение на началото на координатнатната система служи Фтунк-

цията

U(M)=gm | -

3a потенциалното поле

щм)"(р(д J'li 2)1 Q ("tl у! Z), R('xl ,υι 2))0

дефннирано в областта D, лежаща в #Е3, независимостта ца ин-

теграла

| Pdx+Qdy+Rdz
T

ΟἹ пътя на интегриране (интегралът зависи само ΟΤ началото и

края на пътя) се доказва по същия начин, както и в теорема 6.4.
третираща случая на област D, лежаща в Εἶ,

Ето защо работата, извършвана от BCSKO поле за преместванс

на единична пробна частица от точката A до точка B, не зависи

OT пътя, N0 който се извършва преместването. Ако разстонцията

от началото на координатиата система до точките А и B са съот-

BCTHO ry И ry, TO тази работа за полето Е е равна на

Φ(8)--Φ(4)--- . (-1--. ‘-).

а 3a nonero Е — Ha

1 1U(B)—U(A)=gm (.._.__).
fy п
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. Допълнение към глава 6“

ч ДИФЕРЕНЦИАЛНИ ФОРМИ

! B ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО

. 5 1. Антисиметрични полилинейни форми

{. Линейни форми, Hexa V- е произволно п-мерно векторно

пространство, чинто едементн ще означаваме със символите

Гет,... . Предмег на нашето изучаване ще бъдат функциите,
конто на ΒΟΌΚΗ елемент §€V съпоставят някакво реално чисдо,

# Определенне 1. Функцнята а (5) се нарича линейна форма, ако”
а всички ЕЕ У, ЕУ н всяко реалио числд А са изпълнени ра-

свенствата

1 а(Е+1)-а (ξ) τ а(1),
2) α(λξ) =xa(f).

„ Onpepeaenne 2. Сума на две лннесйни форми а и b ще nape-

чем линейната форма €, KOSTO на BCEKH BCKTOP E¢V съпоставя
HCAOTO

|

Ъа
|

:

|, c(9)-a(®)+b@.
“ - Произведение на линейната форма а с реалното HHCAQ А ще

; наричаме линейната форма b, която на всеки вектор EcV съпо-
| Ставя числото

N £ Ъ(5)-Аа(б).

| По такъв начин множеството на всички линейни форми обра-
Гзува векторно пространство, което ще означим със символа L(V)**.
|Ще намерим представяне на линейната форма а спрямо даден

п

Вбазне {e},., - Нека

l лАко означим а,- а(е,), то търсеното представяне ще има BHAA

!
! а9- Σ ξ ́ ἃ,

ἐξ Ὶὶ

Ще докажем, че размерността dim L(V) на ликейното простран-

« Текстът Ea това допълнение е B3eT ΟἹ книгата на B. A. Hauu, Ε
. Г.

Пазняк «Основи HA математическия анализ», част i1, M., Наука, 1
973.

55 Пространството L(V) се означава също така н със символа V*
 и ce па-

(рича спрегнато (или дуалпо) на V.

216 Математиалески а5алиа, И таст
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ство L(V) е равна на n. 38 това e достатъчно да намерим някакъв
базис в L(V), съдържащ точно л елемента, T.e. п линейни Форми.
Да фиксираме произволен (е, на пространството V u да разг
даме слединте линейни форми:

ε18 --ξῦ (#-1,2,.,.., η),

ΝΤΗ

където {ξ са коефициентите на разлагапето на вектора # по еде.
мептите на базиса (е,). С други думи, линейната форма е“ дей-.
ствува върху елементите ua базиса {e;} no правилото

. | пря £k,ΘἼΒ:):ΦΜ’{ 0 ngu o=k,
B такъв случай спрямо дадения базис (е,) линейната форма а

има вида

т. е. линейните форми еЧ Е), eX§), . . ., е() абразуват базис в L(V).
Този базис се нарича спрегнат (или дуален) на базиса {

2. Билинейни ΦΟΡΜΗ. Да азначим ¢ VXV миножеството на исички
наредени днойки (£, 6;), къдета ЕЕ У, Е, ¢V, u да разгледаме фуяк-
цните a(g,, §2), копто съпоставят на всеки елемент ο Ух У (T. c.
на всеки два елемента ξ ЕУ и &, Ε V) някое peaano uncao.

Определение. Функцижята а(Е;, &) се нарича билинейна форма,
ако за всяка фиксирана стойност на едната променлива тя е ли-
нейна фарма отиосно другата променлива,

С други думн, 38 произволни вектори E,, Ea, Y1+ 5 и произволни
реалин числа Aq, Ay, Ш. 1ty € изпълнено равенството

а(Ме ЕИ Aokat|tans) —
-λχλεδίξ,, 6) + 2а A(Eq, 1) ай а(та, §a) + ий а(7д, 7).

Множеството на всички билинейни фарми лесно може да се
превърне в линейно пространство, като се въведат в него по есте-
ствен начнн оцерациите събиране и умножение с реално число.
Полученото пространство от билинсейни форми ще означим с L.(V).

Ще намерим представянето на билинейната форма δ(ξ,, ξ.)
спрямо някакъв Gasuc {6,}}.͵} на пространството Ψ, Нека

”

Е,=2 & e, #-1, 2. Като положим a(e,, e,)=a,;, ще получим тър-
Е

сеното представяне



Н

е.

ЗИ-

38 да определим размериостта на пространството Е«У), ще
Ν с помощта на линейните формн οἰξ), представляващи
е Gasuc, спрегнат на базниса (е,), следните билинейни форми:

е( 5:)--е(;)е46,).

Тогава пронзволна билинейна форма се предетавя едиозиачно

Това означава, че формите е” (ξ,, £,) образуват базис в {{
Ν размерността на ἐ.{}} e равиа на η5,

Полнилинейни форми. Нека p ¢ естествено число. Да означим
. символа VA= Voo Valo o0V множеството нпа BCHYKH нареденн

ТИ (§10 824 . .. &) ΟΥ р вектора, всеки от KONHTO принадлежи

„ н да разгледаме функциите, KOHTO на всеки такъв Habop
„ поставят HAKOC реално число.

| Определение. Функцията δίξι, £y, ..., E) се нарича полили-
„ Фформа от степен р (нли р-форма), ака тя е линейна форма

:

" всеки аргумент при фиксирани стойности на останалите.,
| Като въведем линейните операции в множеството на всички
: ο ще получим линейно пространство, което ще означим съса ев L),
1 ЩЕе намерим представянето на произволна полилниейна форма

i Въе ен в) относно някакъв базис (е,|” , на пространствота

τφ Да означнм
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еа ( By ..., б,)--ел(5,)е“(Е,)... е()
образуват базие в L,(V) н следователно L(V) има размерност па

μ

4. Антисиметрични полилинейни форми
Определение. Полилинейната форма δίξι, &;...., &) се нарича

автисиметрична, ако при разместване ца произволни два аргумента
тя смени знака ен“, С други думи,

д(бьги---пбн---.б,п„ . .ξμ)-:-ἓ{ΕΙ,ξἹἹ....ξ;.---.ξ:ιυ-,ξ,,).
Очевидно мпожеството на вспчки полилинейни антисиметрични

форми от степен | образуват подпространство на линейното про.
странство /.(У), косто ще озпачим със енмвола A ἰ ) ". Елемец-
тите 13 пространството A(V) ще означаваме със снмвола w—w(,,
Е .. Е,). 

 ̓
Да забележим, че ако (е) e произволен базис във У и

ι Η

TO числата @, . . сменят 3UAKA CH при разместване на два ин-

декса. Това следва ΟἹ факта, че

Шг.„.:д-ш(ех.ь .. . Ες,)-

Естествено e да считаме, че A (V)=Ly(V), а А У) «е състон
OT псечки константи, т.е, съвпада с реалната права.

5. Външно произведение на антисиметрични форми, Да разгле-
даме две аптисиметрични форми «” { A (V) и ЕА (У). В тазти
точка ще въведем OCHOBHATA операция в теорията на антиснмет-
ричните форми -- операцията външно умножение.

Нека

W =wf(y, %, .. еа 7)), η Ε,

Да разгледаме следната полилинейна форма: agLly, (V)

(fial.l) a(Eh ξῃ r e e s ;Efl'h? ):Lfip{fl,’ .. .EF) ‘NP(EP+1 тя oy EP'?"' )'
Тази форма, изобщо казано, не е антисиметрична. Именно при

разместване на аргументите & и gy, където l=i=pu р+ < J=p+q,
формата (6.1.1) може да це смени знака си. OT това обстоятелство

“ Аптисиметричните полилинейни форми се наричат също знакопромен-
AKBE ἩΠῊ ΒΒΗΙΠΠΗ,

** Това пространство се означава съща к със симвала ДРИ“ и се нарича
P-Td външна CTEN¢H на пространството V*.
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редизвнкана необходимостта от въвеждане на външно произ-

На ение.

| 38 да въведем BLUIIHO проинзведение, ще HH потрябват някои

: ΟἹ теорията на пермутацяияте.

еча | Да напомниям, че пермутация на числата (|,2,.... т) се на-

S - функция g=o(k), дефинирана върху MHOKECTBOTO HA тези
1 KORTO TO изобразява взаимнаеднозначно върху себе си,
l Ha всички такива пермутации се означава със CHM-

23-:' Очевидно съществуват m! различни пермутации от Σ..,.-

sl ἰ с ABC пермутаци с« Σ:π и :sz се определя по естествен Ha-

! ες суперпозниия ст ξ ΣΗ... Пермутацията 7! се нарича обратна
g, ака а7!9-о037! -ъе, където z € тъждествената пермутация (т. e,
И < НА . m).

# Перщтнинята 5 се нарича транспозиция, ако тя размества две

двайка числа м { 115 ξ т, 1:5 |-5т, Е | ) такава, че o(i) =/,
еС н σἰ ) τ κ за ЕЧЕн Ε. Очевидно, ако σ е трацепози-

ἐ Та а! е. Τ ́ ὃ. 07—t

Известно €, че всяка пермутация с се разлага на суперпози-

” OT транспозицни, при това четността на броя на TPAUCNO3H-

С Β такова разлагане це ззвиси от неговия избор и се нарича

он РОе на пермутацията а.

Да въведем следното означение:

|

1

ἰ

1 п KA8TO0 запазва местата на останалите. Г други думи, същае-

)

1
1

|
|
!

ὍΝ 1, ако пермутацията а с четна,

8196) 1, ако пермутацията с е нечетна.

Забелязваме, че формата а L (V) принадлежи π8 А„«У), ако за

пермутация «е Σ͵,

Β(ξσςη' Еа;:; Ἐ Τ Ξ:ω)"ΞἓΠ G. Ε{ξὺ Ξ'.'.' Π . Ер)

Да разгледаме отново полилинейната форма (6.1.1). За всякаДЩе НЕК o пя o : :

фТе πὗ(ξ; ЖЖ Е.ютч?)та(гцн Ν ξὔἰ:ἁ-ῴ)'

σέ Σ;,ἤ. ще положим

g

|

ξ Лесно можем да се убеднм, че ако “529 ῳ И аЕЕд„. то
1 ὦ τοὶᾶ -- 7(са).

; Ще въведем следното опрелеление.
Η ' Опрелеление. Външно произведение на фармата е” € 4,(V) и

i

ἜΠ

фе

w¥ ¢ AYV) се нарича формата ш Е А (У), определена е

ае а Е L ἐπ "
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(6.1.2) «(61,..., Epig)—D, sgno.za,
5

където сумата се взема ΠῸ венчки пермутацни o ¢ me удовле.
творяващя условнето

(6.1.4) а(1)<4(2)< - - - «“σ(ρ). 9(р41)< - - «σ(ρ - 4),

а величината σᾷ се определя ΟΥ равенствата (6.1.1) н (6.1.2).

Външното проинзведение на формите o и ш се означава съ
символа ш-и” А .

Ще плюстрираме например как дейстиура пермутапия o, удон-
летворяваща уселовието (6.1.4). Да предположим, че по някакъв
път се движаг успоредно две автомобилин колони, в пърната пт

които нма р, а във втората у коли. След известно нреме пътят

се CTECHHBA H двете колани в движение се престрояват Β една. Пог

това автомобилите ог първата колона заемат ме:та иякъде между
аптомобилите на втората, като вътре във всяка от двете колони
се запазва редът па caeavane. Като резултат получаваме пермг:-
тацин, ькоято уданлегнорява условието (6.1.4), Лесно се minkaa, че

е пярно it обратното, нсяка такава пермутация може да се рез.

лизира в нашня модел.

За да ге убедим, че даденото от нас определение е каректно,

е необходимо да докажем, че ш е” A е” (A, (V). Очевидно o
даказателетво се нуждае само анптисиметричността на формата .

ι Ще покажем, че при разместване на два аргумента § и #..
формата ш есменя знака си. Оттук лесно следва, че ш A, o (V)

Нека «.-EZM се такава пермутация, Да се убедим, че
(6.1.5) τω-- —w—(sgnT)w,

От равецството (6.1.3) получаваме

W= Σ (sgn ζπ) . {(τσ)ᾶ.
ῃ

Да разбием тая сума на две:

(6.1.0) τω-Σ ̓ (sgno)(z3s)a+ Σ“ (sgno)to)a.

Към първата сума ще отнесем онези пермутанини @, за контге
иди στὶ(ηερ, 97 Ц0 D)= p, нли στ (0 zp+1, στ (i+1)=p+ 1. 33

всяка такава пермутация -

(to)a= --са.

Ja да направим това твърденние очевидно, 13 означим k=gY(i).
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1), r.e.i=a(k), i--1—o(l). Формата σ 8 представлява произ-

на формите @’ н οὐὁ, като аргуменги на w? са векторите

С Ееу - - еа Gy, @ аргументи на w? -- векторите що+ряачнена

| Axo E==p и l=p, τὸ 5, —3z@ M ен =33 €3 аргументи Π

. w’, която по условие е антаисиметрична. Тогава при раз-

τ π8 i н %.; формата ш”, а следователно н ча сменя

]! - сн. Аналогично се разглежда случаят, когато k=p+l u

{1 И тзка 38 първата сума е изпълнено PaBCHITROTO

T Към втората сума ще отнесем онези пермутапии g, за KOHTO

" пе 57 р. ав- (е τ ρπ], или ( ΞΡΈΙ, s—I(i+1)=p.
” покажем, че множес:твото от пермутациите (а), KOMTO удовле-

} - това условие (3 също, разбира се, и условнето (6.1.4)),
< е множеството ΟἹ пермугациите ΟἹ вида <3, където σ ἐ {a}.

се BLPHEM 1A нашии модел с двете авгомобидни колони, Твър-
τ присма следната очевидна форма.

AKO при HAKAKBO пренареждане звтомобилът с номер & ΟΤ

първага колона се окаже непогредствеко пред аптомобила с но-

мер Г от втората колоца, то десно може да се nocudl друго пре-

ε. | нареждане, в резултат на каето тели автомобили ще си сменят

| местата, а редът на движение HA останалите ще се запази.

Тъй като SgN τὸ — — SN s, получаваме

-о «
е
м . ὰ κ тте

=

P
- ο "

κ s Ἐ -
ἐ

Ι. (6.1.8) Σ“ (πππ)(τσ)π.-.--Σ“ (sgn :a)(w)a_:mz (sgno)sa.

Kato заместим (6.1.7) и (6.1.8) в (6.1.6), ще получим (6.1.5).
: Пример 1. Да разгледаме дае линейни форми 5) € A(V) н
#5) ¢ A(V). Въмшно пронзведение ще бъде формата

. . Ν τλυ Σ (sgn). 5 1(1) (:) - КЕ) # (ξε)-- # N Γ(ξ9).

Пример 2. Нека #2) ἐ (A(V), κίξιν ξξν - - - Е) € 4(У). Външно

i произведение w=1tAg е (9- 1}-dopma, аргументите на която ще 03-
- -

.- (sgna)ai(Z) ίξι» ξε . - - - ξ τ
5



248 ТЕОРИЯ На ПОЛЕТО
Щ

¢

_% (—~l}"(&1)g(gu e s o=y ξι'-Η ξἷ-ὶ-ΐ ае 'Ef)‘=

6. Свойства на външното произведение Ha антисяметрични форми.1) Очевидно свайство на външното произведение e Линейността.
а) ако е” € А (У), «” ¢ A(V), то за всяко реално число A

(λω»} Л ш -- е A (Aw?) - λίω А w?):
6) ако ипЕ A(V), wh € A (V) н ἴ с АДИ), то

(ю +m§)/\¢u7—m{‘f\ ай -+ W) A ш.

2) Антикомутативност. Ако ” в АДУ) и ш с AAV), то

ω Λ = (- 176 Лш”.

Доказателство. Нека

ω”Λω'“'-ω-ω(ξ,. Е. Ἔ Σ Efl"‘?)‘

Лесио се вижда, че

w? /\MF'T(D{EF.{.]. Efl+‘-"- .. -Efl-lq- ΞΜ пе Ep)*
Ще се убедим в това, че пермутацията (ба4а,..., ξρεφν Вуе W ξρ)
може да .е получи o1 векторите (Е, ,..., Е) чрез pg послеловател-
ΜΗ транс позиции. Векторът Е ; може дасс придвижи на първо място,
като се използунват р транснозицин, След това с помощта на съ.щия брой транснпозиции ще придвижим на второ място векторабо+г Н T.H. Ще придвижим всичко 4 вектора, като веекин път из-
ползуваме р транспозиции, т.е. общият брой μ транс позициите
е равен на рдф. В такъв случай антикомутативността ще следва от
антиснметричността на външното пронзведение.

3) Асоциативност. Ако ων ¢ A,(V), w? Ε A (V). w e A(V), 710(ω’ΑωἤΛω’::ΜΛ(ω'ἳΛω’).

Доказателство. Нека а 2„.„„.,. Да разгледаме след-
ната величина:

(6.1.9) w- Σ (58Π σ)α[ὠβίξ!...., ее( 4 ) Т ПС ъе + .

Сумата (6.1.9) ще бъде равна на (К“ Aw?) Ле”, ако отначало на-
пълним сумирането по всички пермутации, KOHTO оставят числата
2+9+т1, 2+49+2,..., р+а+г без промяна и удовлетворяват ус-ловнето (6.1.4), а след това да сумираме по BCHYKH пермутацин,
които запазват получения ред на първите Ὺ ῳ аргумента н реда
на аргумектите Epypy) , ..., Eotgire

Аналогично можем да получнм величината wf А( Л ).
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jl Η Ще покажем, че н п двата случая се получава сума по всички
И. „ удовлетворяващи условията

й 2(1)<4(2)< - -. <a(p),
к Ὁ1.10) { a(p 1)<4(р+2)< - - «τίρ ὑ ῳ),

‘ olp~q-+ 1)< - - <s(p+q+r).

' За целта ще се върнеч OTHOBO на нашия модел с автомобил-
га колони. Да предположим, чс по пъти се движат три автомо-

колони, в първата от KUHTO има р, въпв втората ¢, а й Tpe-

Π коли. Един от начините за престрояване на трите колони
една се състои в това, че отначало се CAMDAT първата и втората

ΕΝ а след това така получената колонпа се съединява с тре-

При другия начнн отначало се есливат втората и третата
с а ΚῸΝ тях се присъединява пърната, Очевидно e, че nep-

. с, която ге получава в резултат ΠΗ псяко една OT тези

Ν удовлетнвориква ус ловието (6.1.10) н, обратно, всяка

е. която удовлетвориява условието (08.1.10), може ππ се

Π ΚΑΚΤΟ с помощта на първия, така и ¢ помощта на втория

3@ пренареждане. Тони означава съвпадане на (е” А 2”) А o
ω А( A o).

| Асациативността на външното YMHOACHIC дава възможност да
се разглежда произволно крайно проязведение

а Awg AL A®,, КЪдето o, ἐ .-'1,,,E (V).

Пример 1. Нека a(§).ay(3), ..., a,(%) ca линейнци форми. Torasa

S ι Ла, Л. .. . АНЩ=2(-**НПО>3|31(51)3:(5:) ενν 8 (ξ,..}}.

ἰ ἰ ὐ ет - ο и H -- -

Е тт Е а

7. CYMHDEHCTO се извършва по всички пермутации πςΣ,,,.
Това равенство лесно се проверява ΠῸ индукииня, Забелизваме,

ако въведем матрицата (а,(5,)), то раненството (6.1.11) може да

запише в следния внд:

ς Базнис в пространствота на антисиметричните форми. Да нзбс-
. някакъв базис (е," . в про:транетвото V и да озиачим с

е!) “ спрегнатня му базис в пространетвото L(V). Ще кнапомним,
е() е линейна форма, която в слементите на базиса (е,) приема

стоностите еЧе;,)- 5,/.

В точка 3 показахме, че всевъзможните произведения

e (ξ } e (%) . .. e% (5,)

образуват базне в Ly(V). Тъй като .1,(}} с I(V), то BeAka auri-

-

ὰ ......} . 0 Н е ΥΤ Е С аг сл а с с Дая ωααθοσσ---:Ο-
м е
ие це ее Σ

ме

н
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симетрична р-форма може да се разложи N0 ΘΟΊΘΟΤΒΕΙ начин
като лннейна комбинация на цосочените произведения. Тези про.
изведения обаче не образуват базис в АД(У]. тъй като не са ay.

тисимегрични р-форми, т.с. не принадлежат на 4 (V). Въпреки

гова чрез тях може да сс конструнра с помощта на външно произ.

веденне базие в A V),

Теорема 6.6. Hexa {e;} 2 с базис в пространството Г, а

(е),", е спрегнатият му базис в npocrpanctsoto Д(И). Всика ан.

тисиметричиниа р-форма w©€ АДУ) може да се представи, " та
по едицсетпен пначни, въп вида

(6.1.13) ι — Σ Wi, .1, е“ ARR AL A,
Ε ч ра

Всяко събирасмо в сумата ог дясната част на (6.1.13) пред-
ставлива провзведение на константата Wiy, ., ., С апцтисиметрич-

нага р-форма е“ АЛей AL AR,

Доказателсетво. Съглаеца резултатяТта OT точка 4 мо.
жем да запишемн

Η я

(6.1.14) г .-Σ . Σ а се . . .elp,
И: :Р”.

iKbACTO чиеслата my,, . ¢ w(eh, eb, ..., 0) ca определени ἔληυ-
й

значна,

Тъй като формата w(Ey, б,, ..., Е,) € айтисиметрична, то за

всяка пермутайния σ ¢ 2„

ἰσ(ξοι), ба(3) ..е а ξαμη)} < (384Π а) 0§, Бе е.. в).

Следователна

[ , Β Τ ; .

[pyunpase събирасмите в cymara (G.1.14), различаващи се ¢
пермутапция на индекса iiy.. .0, и Се възползуваме OT равен-
ствота (6,1,15). Получаваме

- а 1 (3 -

(6.1.16)

= Σ D р [ Σ (sgno) е2! .. . е/ае) J
g
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C примера от точка 6 сумата B квадратните скоби e

A...Aer Теоремата е доказана.

Следствие 1. Едлементите ел Δ Л... Ле (1-ἰμκκ ς .. 62л)

) базис в пространетвота A (V). Този базис e празен 38

. н се ChCTOH от един елеменг, ако р-л.

Слежствне 2. Размерността на пространетвото А (У) е равна

га C2.

По-нататък обикновено ще считаме, че сме фиксирали избра-

.. базис ey, ез.....,6е,, и ще означаваме линейните форми е5)
символа е(3)-85. Тогава всяка форма ῳ { AV) приема вида

ω-- (ξν e 5)7 Σ ть...а„Е**А„-М*Ъ-
П

Σ Е B . " Ш
Пример |

'li ξ Λ ξ - εἰ л е) (5. EQ‘-‘Z (sgns) σ [{εἰ{ξ } (5l --
и 52

“ .
+| e е0е) et Eet G =8 HE

sy къдета 5е |-тияг косфициецт в разлаганего Ha вектора g, по ба-

знса (е;).
Пример 2

ξ ΛΘΑ AT (ο[ {ξἢ ̓

"

където ξ,-:-Σ Се)
=1

5 2. Диференциални форми

1. Определение. Да разгледаме произволца отворена област G в
п-мерното евклидово пространство ς Тачките в областта G ще

. o ΒΝ 2 я

} означаваме със симиолите χ τ Ху , Μ τά уу У )
и т.н.

Определение. Диференциалка (външна) форма от стекен р, AC-

фиинрана в областта (i, ще наричаме функиия ofx, £y, ξα κ τ τ εν S
стойността на KORTO за всяко Φηκοηρδπο x ¢ G предетавлява анти

-

симетрична р-форма ot A(E7).

Множеството на всички диференинални р-форми в областта а
ще означим с 2, (G)=2,(Q, £7). Ε )

Ще считаме, че при QUECHPaUH 5) ..., 5 в Е“ р-фармата ш е

Γ етт
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безкрайно диферешщцируема в С функпия. Като използуваме резул-
татите от § 1, можем да заптшием всяка р-форма ш във вида

(6.1.18) w=— Σ ю .. B AL AE,
G ... -f_fp

Нацсякъде MO-HATATLK ще означаваме вектора £ със символа
ах -(а, ах“ ..., dx"), а векторите §, -- със символите йХ -
- (dfr’-'l- Ч X oL ἀκ χ. За базнс в ΕἸ ще изберем зекторите
e 40, 0,...,1,0,....0), къдего единицата стои па #-та място.
Елементи на спреснатия базис ще бъдат функициинте e*(3) = e*(dx),
определени от равенетната е (ал)- 44“.

Тогава длференциалната форма (6.1.18) присма нида

(v, Х .. 4,х)- Σ СИИ ( ἄχ AL AdX .
А iy

Пример 1. Диферениналиа О-форма - това се пронзволна фун-
кция, дефинирана и обласгтта G (Η съгласно нашите предположа-
ния безкрайно диференцируема в ().

Пример 2. Веяка диференциална 1-форма има вида

{

ч (х, dx). Σ χ к) ЧА“,
Ν

B частност, когато п--Г, e{x, dx)-- ЛДх)ах. Диферешцналните форми
ΟἹ степен | се наричат също така линейни диференциалин форми,

Пример 3. Веяка диферепциална 2-форма има вида

w(x, 4,«х, й) Σ ч()ахлах“.
Ik

Mo определение

ае Λ εχ <(е Ае ах, а) =
—e'{d,x) е (а,х)--е! (а,х) e* (d,x) -

"-'dl-‘:‘fdzfik" {f!;\:{dl\xbv"l .

а! ае

В частиост при п-?2 получаваме

й 48
w{x, 4х, ( 4Ἱ τ Χ} «

Г 42 |

лементариота дице, съответствуващо

Ε

Детерминантата с равиа на с
на векторите а,х и ду,х..
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В случая, Korato n=3, означавайки шу - Й, ὡς-- ὶ ша--0,
получаваме

P Q R
w=Pdx* Adx®—Qdxt Δ d¥+ Βαχὶλ ἀκῖ τ а! а х

| daxt а ἰ ὴ

Mpumep 4. Всяка диферешциална 3-popma B тримерното про-

CTPaHCTBO има вида

а: ах“ а

o(x, dyx, dox, 4х)-Дхахллахс ламм--Дх) | daxt dox® dpx? |
| а ааа dyx® |

Детермнинантата е равна на слемецтарния обем, отговарящ на век-

торите й,х, dax, dyx

2. Външен диференциал

Определение. Външен диференциал na р-линейна дш!тре ЩИ

ална форшъ ῳ € Q(G) ще наричаме формата dw € 4; (G), опреде-

. кена OT CLOTHOINCHHATA

dw = Σ dfll;,...%/\dfl‘/\-H/\dv"fh
Пъ

“
НЧ

dw; ¢ - ik ах“.
r ¢ «

== |

По такъв начин, ако

w= #» ως τ dX Л, .ЛСе
{.,{.,_e:ip

| TO
| 

. 
а

[ Σ Σ -οῦ αὐλάχε A Λάλῳ.
ι k=) ае τ νρ

Пример 1. Диференцналът на форма от нулева степен (T.e.

функция Дх)) нма вида
“

a5
k df(x)=§ З ах“.

Пример 2. Да изчислим диференцнала на линейната форма
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w=w(x, 4х)- > шх)ах.
11

Ще получим

do=duw(y, ах, d.x) -Σ Σ ἓ'“ἓξ;)., ах“лах“.
ἀ ‘:[ [:..1

Тъй като акл -- --ахлам и ах“лах“--0, 1o

SN 9 kA g У 99 А ДИЕdm-k"‘ ok Ч Ada ἰἓ ак A AdY =

: дш; # : ден ,Σ Ὸ аАИ Σ З Λά -
καὶ ἐ ὶ

. Σ ( axk Η ) ахлах“,
К.

В частнаст, когато п-2, за м- Рал ч+ Qdx? получаваме

ἰ9 ῷ РА ,dw (ὢ ὓ,,ν) ахмлиах?.

3. Свойства на външния диференцниал. Непосредствено от опре-
делението получаваме селеднинте свойства:

1) ако wy Е 2,(6), wy Е Q(G), то Д(о, + wy) = dw, + йш,: |
2) ако ὦ € Q,(G) и X e реално чиело, To d(Aw) = λάω;

3) ако ὦ, ( ©,(G), ὡς € Q(G), то

d(w; Awy) = day Δ, + (— 1Yo, A de,.

Ще докажем свойство 3). Нека

ω -Ξ Σ O deb AL . ΔΛ χ.

Ще въведем следното oanayenue:

аШ Σ ἅωἡι..ἶ
ὄχε “ а „

Тогава dw може да се запише във вида

Да си ирипомним, че

W=, Awy=(— 1), Λ.
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! -нататък

дь 9 9 9 ὅω

l к а B N AU G D= AT
Π огава

| п 3 п 3

d“’*z аХл fi‘—z ἰχ A BI:‘ Ay +
k=1 k=1

| 5

F +(—177 Σ ФАл 3а Л
к-1

Р*ьй като dw, е (9+ | )-форна, TO |

т ἄως Δ до, - (-- ΠΡΙΦΈΡ ш, Л ἕως.

Оттук до =dw; Aw;+ (-- 1Yw; Ade,,

B снла e следното важно CBOACTBO на Andepesunana,
Основно свойство на DLILLHHA диференциал:

4(4о)- 0.|

" Доказателство,. Да предположим отначала, че w е формз
Ὅτ пулева степен, т. е. w(x)—f(x). Тогава
ἱ

Ι

я я

82

d(df) - dz 3 ἀ Σ Σ1 ае Ayt Ady,
-1 ,

ι : Тъй като ἀνλ ατ' -- -ах Лах“, тава равенство може да ге пре-
ἰ “пише във вида

d(df)= Е(ддгддд ""З;!"?) ахлах“,

откъдето следва, че d(df)=0.
Нека сега

τ 7ул

e

( ,«::f‘,

Тпгаваo — еи
k=] <.

Забелязваме, че всеки член на сумата представлява външно
пронзведение Ha диференциали на форми от пулева степен, именко
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на фармите W, .. (%), е25 (ах),..., е? (ах). Остава да пряложим
свойство 3) и да се възползуваме от това, че за форми от нулева
степен основното свойство е доказано.

5 3. Диференцируеми изображения

1. Определение за диференцируеми изображения. Да разглелаче
произволна т-.мерниа област О в евклидовото пространство
ETM и п-мерна област Ge £, Точките от областта D ще означа.
ваме със симводите ἐ- (14 {5, ... (TM), а точките от областта С -
със символите х -ἰΑἹ, 0%, L А”),

Ще казваме, че g изобразява D в G, ако

ψ;{φιν ‘:Ffl* .... ψ"}ι
където ¢*(f) са дефинирани в областта D, а векторите х с Koop-
динати “ M) лежат в областта G.

Ще дефинираме изображение *, което преобразува Q,(G) н
Q,(D) за всяко р, 0-;p-n, При това ще считаме, че всеки ком-
понент 4841) на изображенпието ¢ с безкрайно днфс[ршщнруем.

Определение. Пека фе изображение на DCETM в (С Е“. Ще
означим с @ изображението, което 33 всички 0=prin действуна
от Q.(G) в Qy(D) по следнато правило! ако

ω- Σ ч.. А . Лах,
Д ааа '"Ἴ:“

TO

еЧе)- Σ e, (WO AL L A (4хй),
ч аке τΞὶΡ

където

Пример 1. Нека w е фарма от нулева степен, т.е. w=f(x).
Тогава

"(-(2(4).
Пример 2. Нека 4 изобразява п-мерната област DcE” B n-

мерна абласт Сс Е“ и нека w e следиата п-форма:

я5-асласл...лах“.
Тогава



ме .

еле

2ча2ласл ... лах") _M-«—fii A AEA ... лам.

o[- . Забележка. Формата 2 Чш) се парича диференциална фор-
, ξππ. получена ст формата m със смяна па променливите ф.
а К”

o Ὦ, Свойства Ha изображеннието φ ́. Изображението ¢* има след-
I.

“HHTC свойства:
Ще ..
ува 1) Ако τ #9,(), ὡς Q. (G), то

} τ ́ (0 Δ ) < % (0)) Δ 5 (wy).
1 Доказателство. ilexa

Т1 ф) = Σ Ρ (Λὐχκ A L. АЛамр,
r I D {:P

4 аъщ = Σ Ве ('fi') r.‘f.l‘."*‘/\ .. /\d.‘fiq .
ST *f:?q 9

Тогава

. ш Л 8 = Σ Σ .. (-‘f)bk,..& (x) х: | А еа Е L τ А 4 9

х). ] } Μά A Lo Лахолахел .. А ἀχ
l Н CASIOBATEIHO

„ О еле) X Σ α GO G A L леч(ах)-
- ἐ Σ

-ξ, а: (Ξ) τ ́ (4х5)А .. . Ατ (ἀλ }Λ [Σ δε(9) 3" (dxP) A

A .Л“ (A N =3 ( ) Δ ” ().
17 Movewarmuecum спалнъ, И sact
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e

2) Ако w€Q,(G), то о“ (дю)- а ¢*(w). ]Доказателство, Отпачало ще докажем това равенстно за
|

p=9 т.е. за w=f(x). Получаваме

я а |

до- ) a,:: 4х”, + (ш)-(4(4)),
i=1

а
ав () -- ; ам/(<(0)) di*

= |

ἐ ἐξ

-2 > к o 4 2 #7 A =5" (dw).ξ γὼῈ ( |

За произволно р ще проведем доказателството по ипдукиия. fНека w—f, . „() 9ха А .. Лахо . Тогапа и - а/.. τ А хе
Ao AdYy . От свойство 1) it o току-що доказаното съотноше- |ΠΗ имамеа

е” (dO) =9 (df) A" (ахо)А ... ле" (ах ). |
Ot друга crpana, й

99 (ч)-44" [(fdxiv A . .. Лахъ-1)Лах ] .- }
=de* (fdx A L. Adyls- DAF*(dx'n ).

По-нататък съгласно евойство 3) на външния диференанал
а " (ω) - da*(fuxh A .. /\d:cfir-——l)/\%“‘(dl"n )+
=1 " (fdeh A L L. Adxlo— ) Ade*(dy'p ).

Забелязваме, че or горицото следиа ¢*(dy's )—do*(x» ), и тогаваOT основното свойство на външиня диферсенциал имамсе

εἰ " (4ха ) =0,
Съгласно индуктивното предположение за p—|
а» ахвл... Adx'p—1) 9 (ахл аха Л .. АЛйха-1).

Оттук получаваме

19Че)-9"(4/лахал , . . Adx‘p - As*(dx's )
н съгласно свойство 1)

dp*(@)=g* (АУлахал . .. Adx'p ).
Следното важно свойство се нарича транзптивност.3) Да разгледаме отворените абласти И ς ΕἸ ς Επὶ WckEr,тоЧчкяте на които са cLOTBETHO 1 =(ul, (2, . . . ), o= (vl 2, .. υw=(w', ш ... "), Нека Ф изобразява U-V, а ф изобразява |



|

ἷπ равенството
гза произволна линпцейна форма.

телетвото по индукПия.
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. C Фе Ξ ще означим изображението,

. действува по правилото

(9 5) (а)--2 {Ξ(μ}}.
ще въпедем ъ:ш:ппзъшннтв 2”

Ὁ» (Ἐ} κ , (V)

(% ο Μ)(ω)-“[ψ“(ω)]
Вярно е следното равенство:

паречено компоазиция,

е Ἐ, която 38 BCAKO р

7. оказателство. Да означим З-о

95 ....37), където ЕИ 23 L
ще твърппш доказателството за линейната форма

. Получаваме 3° (4а4)-43”(2) -

7. Това означава, че

„)

2е L) (dut) =37 |0 (дай)) =

- 446) (Σ Ἑ'ἶξΤ dv’ ) -
Не

е” (Δ0) τ 44 () =dy/= У 5 и
= |

е φ ) Δ) У T 2 и
1 εὶ

е доказано. Огтук следва верността на сзойства 3)

По-нататък ще проведем доказа-

Нека

o= flw)dws A... Adws ¢ Q(W).
,Тогава

(@ τ ( А ... Айш еа) 3 (фигр )=

=(3% o Ф“ (ГашА л ... Ладабр-а)А ( ч ф“) (dw'e )=

i ς е Н) (fd:i:“ . /\dflp )__(;* а φ) (ω)
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O, E Ry D, s, .. , 5)

” Р (фуе %)
=7'pf LS by ся) AR RRNAT L :;,[ -

Аналогично може да се покаже, че ako C;= C,, TO

[-.. [ὦ.
ἔι с,

2. Диференцируеми вериги. Ще пп потрябват повърхяости, Koo

се разпадат на няколко парчета, всяко едно от KOHTO е абраз на

някой т-мерен κγῦ, За пример на такава повърхност може да

служи състоящата се от две окръжности граница на пръстен, ле-

жащ п двумерната равинна, При това ще различаваме орпента-

цинте τ тези окръжности, Във връзка с това много полезно се

оказва въвеждането на линейни комбинации с реални косфишиенти
на книгулярни кубове.

Определенне 1. Ще наричаме р-мерна верига С произволски
набор

. dsl/\dsfl/‘\ ... ;\‘dfi‘! -

{]"Ιι λΐ!"' »}‘m Cl! Εῃι---ιςῃ}ι

къдета A, са реални числа, а С, са р-мерии сингулярин кубоне.
Ще изпаолзуваме означението

сме 3, С,.

Ще казваме, че С прицадлежи на G, ако всичките С, при-
надлежат на Q.

Множествато на ненчки р.мерин вернигн образува линейно про-

странство, ака въпвсдем по естествен начин операциинте събиране

и умножение с реалии чниела.

Onpegeaenne 2. Интеграл от формата е по р-мериа верига С,

съдържаща се B G, се парича чнелото

_, m::.).l_’ m-i-lafm-{— .. ARy [ш.
с с с ξ

Сега можем да дефинираме грапица на произаволен сингулярен

куб. 38 целта ще дефининраме най-напред граница 8 единичен

куб.

Определение 3. Гранипа на куба /” ще наречем (р--1)-мер-

ната BepHra

"

Ρ Σ (—1y (15 (H—15 0l
(=]



“

н

ка

и“нТЕГРЛР-*ЪНЕ НА ДИФЕРЕНЦИАЛНИ ФОРМН263

gpzeTo 15 (i) е сечението на куба 15 с хиперравнината

Хея (2=0,1).

3a да бъде коректно това определение, е необходимо да се

Гразясни какъв смисъл сме вложили в твърдението, че 14(8) е

dp— 1)-мерсен сиягулярен куб.

7 ὰ постронм каноничното изображение 3— 2” на куба 15 -!

Фвърху 15 (ἢ). Нека s=(s', 52, ....s" Ne/P~". Полагаме

| " 5“, ὅκο l=k<i,
;"(s}—{-fi.. ако k—i,

1, ако (« Κτξξρ.

Очевидно #5-1(5, 3%,...,3") изобразяца нвзаимноеднозначно

#9-1 върху ( (1). В частнаст за «-0 н {=p изображението ¢ e

Срестривция върху Л (р- !) на тъждественото изображение на про-

странството Е” върху τοῦθ си,

Определение 4. Граница на р-.мерния сингулярен Ky6

С-о: ]Ρ- Е се нарича (р 1)-мерната верига

| ас- У (W U5 е(0)
ре |

Mo този начин rpaunuata на образа на куба # е образ ua

траницата на 17 с естествената ориентация.

Пример 1. Да разгледаме в равнината квадрата Г“. Очевидно

можем да разглеждаме тозн квадрат като сингулярен куй, където

фе тъждественото изображение. На фиг. 6.5 е показана грани-

: цата на т зи квадрат, като посоката на стрелките съвпада с по-

“ соката на нарастване на параметъра #, по който се извърива
-иннтегрирането, н случая, когато тази страна на квадрата влиза

във неригата 0/“ със знак - и посгоката на стрелдките е противо-

положна, ако страната се азема със знак --. Виждаме, че нашето

“ договаряне за знаците води до абичайното обхождане на граци-

ἷπετε обратно на часовниковата сгрелка.

Пример 2. Да разгледаме сингулярния куб С-ф: “ --К3, къ-

Г.двто т има вида

(а- Rt')cos 2 =17,

=(a+RtY)sin2= .

- Jlecuo се вижда, че < (/) e пръстен, границата HA KOHTO е

„съставена OT окръжностн ¢ радиуси й и а- R. Ще изясним какво

|
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РазглежЛаме кананичиното изображение : /е-1-.1” (1). Съ-
гласпо резултатите от точка 1 на този параграф

-

ὦ. ) fla?(s}]-m"?‘”‘fpi' ds*A ... А а52-1,
17(i) Π О( .o 87 9
«

Mo оиределението за канонично изображение τ 7 якобнанът
яма вида

0
ἢ (s1, 5%, s’”‘} Ν

ako {-ΕἸ,

и

2! ῃ... г.,:: s”"’)

=], axko i=1].
Ξ)(»ι 55, . ....5”“’} '

10 такъв начин cavio интсгралите по / (i) могат да бъдат раз-
anqui ot нула, Получаваме

Ἄ

J ω"(" ι)( }. Щф - j' ш)щ j' f(].slfl 52' .. ΞΡ“')ἆΞἹ'Λ.,.Λάςμ--ι "

" ey ОИ et

- { Л(0, 8%, .., 56 } Ε Λ .. Ла52-1.
}F-l

Па определението 3a ннтеграл no куба ἰρ ́ !

1

j ,,,___[ .. j 1(1 5, ..o в271)- £(O, 8%, ..., 57 )] 4451452 . , . dsp—! —
air υῃ

ε| 1

- П. {{ авая .. .ам = | 25 айл .. . лазе-1 .
во 0 #Р

От друга ;:трана.

ᾶ:ί делавл ... A 4#.

Следователно
- » д

1 dw = , ;Ξ,ἶ, аА ... A Ἱ
1я ΙΡ

Ῥαβεπότθοτο (6.1.19) е доказано,

|

ἄ
!
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HTETPHPAHE НА ДИФЕРЕНЦИАЛНИ 0P M H2OT

Доказателство на теоремата на Croke. По определешнето 3a

нтеграл по сингулярен куб

Зъгласно свойство 2) на диференцируемите изображения (вж. точ-

ка 2,5 3)
-

J 37 (dw) = .I dz"(w).
ἹΡ̓{

По-нататък ще използуваме вече доказаната формула 18 Стокс

за куба 1

ъ | Остава да забележим, че от CBOACTBOTO HA интегралите 1o rpa-
ницата на скингулярен куб (вж. края па точка 2 от настоящия

параграф)

| Же ‘(w)-f W,

] Ῥ Теоремата окончателно е доказана.
1) #. Примерн. 1) Да разгледаме еслучая p=1. Едномерен сингуля-

реин куб С в τ — тоза е ипякаква крива, чинто граници ще озна-

ъ чям саи b, Формулата на Стокс приема вида

Ν J df - | f f(b)—fia).

B частност, korato n=1, получаваме формулата Ha Hworaon —
"Лайбнии

&

f Ζ ἀν - в) - fia).

2) Hexa cera p=2. Двумерен curryaspea куб С — това е дву-

‘MCpHA позтърхиост, формата ш «Е?, има вида

m—-z ῳ dx*.
k—1

:Като използуваме пример 2 or точка 2, 8 2, получаваме
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. ο -

С «« аС k=]

Ако п-?2, като означим w=Pdx'4-Qdx?®, получаваме форму-
лата на Грин

с ὕς

Ако п-3, получаваме обичайната формула на Стокс.
3) Нека p=n. Тогава w¢Q,—; има вида

я

0= ὦ, аА .. . А ахеч аХе А .. ЛдА”.
Х 1

По-нататък

do= D У %‘fj’—dx*'/\dxl,\ Adx"=
а| е|

" afllk

-.-Σ ( εὶ к ахласл Лах"

В частност при n=3

w=Pdx?* Adx*—Qdx* Adx+ вахлах,

Ρ ὃ dR

н получаваме формулата на Остроградски--Гаус.



7. Интеграли,

зависещи от параметри

|| §Tasn тлава ¢ посветена μὰ изучавансто на фупкдин, предсетавени

гвъв вид на собгтвени ἩΠῊ несобствени иицтеградн от функции,
. KOHTO освен от HHTEPAUHOHHATA променлива зависят н от още CAHA

-променлнва, която се нарича параметър. Dy KL, които се пред-

CTABAT чрез такива ннтеграли, е прието да се наричат интеграли,

-зависеши от паргаметър.

. Естесткено възниква въпросът за непрекъснатост, нитегруе-

Тмост н диференцирусмост на такива функииин по napaMert ра,

§ 1. Равномерна сходимост

по едната променлива на функции

на две променливи
!

|

| 1. Връзка между равномерната CXOAHMOCT MO едната променлива
1 ' на функцин HA две променлниви с PABHOMEPHATA сходимост Ha pe-

, дици ot функцин. Hexa ни е дадена функция па две променливи

f(x, ¥). където двойката (X, у) принадлежи на подмножеството #

ἫΒ пространството Е , а х принадлежи ка нцякакво подмножество

-на чнеловата OO ἶχ - X и у принадлежи Π някакво полмножество

| на числовата oc {y}=Y. Например може да бъде правоъгълникът

_H.—{afixfib,cgyf;d}, където {χὶ- χ -]α, b], y-Y =[¢e, d], а

| S (x, у) e функция, зададена в правоъгъляика Ι Ι .
Нека по-нататък y, е гранична точка на ΜΠΟΚΘΌΤΒΟΤΟ (у).
Ако 38 всяко X от множеството (х) съществува крайна гранийца

l lim f(x, ¥)—g(x),
F-a iy

| ΤΟ ще казваме, че функинята /(х, у) поточково клояи към Ффунк-
#| - ¢

„цията щх) B MHOMKECTBOTO ΠΡῊ у, KJOHSIMO KBM V,, Н ще пишем

« ие еи



o
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Q70 интЕГРАЛИ. ЗАВИСЕЩИ ОТ TAPAMET T p

} , У) — g(x) при у — v,

Понятието поточкова CXOMUMOCT ца функиията Дх, м) към #(х)

обобщава понитието сходимост в точка на Peanun ΟἹ функции (Βης.

§ 11, глава 2).

Действително в частния случай, когато множествота {ν} в
редицата У Н V.= Vo, TO функцията f(x, у) може да се раз !
глежда като редицата ot функипи #,(х)-Дх,м,), зададени в Μπὸ-

жеството {A).

Сега ще дефинираме понятнета равномерна сходимост по седната

променлива х на функпията Дх, у) на двете променливн към гра-
ничната функиня μ( Δ) при Ρ — И. |

Дефиниция. Функпията f(v, ¥) клони paBHOMEpPHO OT-
HOCHO х Β миожеството {x} към функпията g(x) при ¥, клонящо

ΚΌΜ Vo, ако 33 ивсяко >0 съществува #5- 8(c)>0 такова, че за

всяко V- Μ OT множестното { ¥}, за което | и-- у | <3, п 33 венчки

х от множестното х) е изпълнено перавенството

а )= <. ἑ
Ще докажем едно твърдение, косто дава връзка между paruo- .

мерната сходимост в множеството (х) на функиинята f(x, м) към Μ
2(х) при уе 3y п равномериата сходимост в множеството [Χ(} на |

редицата от функини f(x) = f(x, v,) при ¥, -- Va. KbRETO ¥, ¢ ¥,
33 BCHKD Ν Π Y, е гранична точка Ha множеството {y}. ]

Твърдение 1. Фупкиията /(х, ¥) равномерно клони към Gyk-
цията g(x) отпоесно х н множесетвото Ту при у - у, Тогава н само

тогава, когато редицата от функцин „(Х)-/ (Х. м) e сходяща рав-

номерно н множестното {X} към граничната фупнкииня g(x) за всяка

редица { v, ), ¥, o+ Ve, където ¥, припадлежат пна Фу) и oy, Ἐ.

Необходимост. Нека f(x, у) клони към д(х) равиомерно в

миожеството () при у -- ув Да вземем произполна редица {y,},

където v, принадлежат Ha {4}, V, Ve И ¥, « V. Ще покажем, че

редицата f(x), където f(x)=f(x, y,), КЛОНИ към g(x) равномерно в

множеството X}, '

За προμβπόσμο чисела >0 съществува число 5—2(e) Σ Ὸ такова,

че 38 всички у от мниожеството |y}, за които 0< [ν-ττνῦ] <3, н

за всички х 0T {Χ} е изпълнена нперавенството

Тъй като y, -« ¥, 70 съществува такъв HoMep N -Л(5), че за

всички Ξ  ́ е изпълнено неравенстното

!yn_.yfl ; <;5,

откъдето следва, че

!;().“, yfl)_g(x)l «ε
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838 всички X, приназлежащи на (X}, и при всяко rnz=N. Това озна-

‘gasa, че #(х) равномерно клони към Ффункцията g(X) в MUOMKELT-

вото {1}.

Достатъч ност. Нека за нсяка редица {y ), с«ходяща към

Уь KBIETO ¥, припадлежат ца (V). V.=Ve съответната реднца

fx)—f(x, м) равномерно клоци към функйията 2(х) н множест-

вото (х). Ще докажем, че функпията Д(х. у) равиномерно клони към

хфункпията g(x) при У — V, B миожеството 1х). Допускаме против-

ното, т. е. че съществува число ς »ῦ такова, пе за HeAko 57>0 може

„да ке намери м Mg, Уе Vol - н точка X, 01 {X}, за които €

сизпълнско неравенствота

ὶ.ἶ('ϊξ . M )'*g{l';; | R

"Нека 3, е редица от положителни чнела, клоцятща към . Toraea

.за съотцетните редици у и v, ще имаме му τὸ му V,—Va! >би

L χ. ν =gl ] 2. Следователио редицата от функции ( м)

(И не клони към #х) равномерно в множеството [Ὑ}. Стигнахме до

противоречие. С това твърдение 1 е доказано.

Ϊ 2. Критерий на Коши за равномерна сходимост на Функция.

. Вярна е следната теорема.
| Теорема 7.1. Недбхоедимо и доспциипъчно целпвие за павномерна

чеходилест на функциячта f(x, у) ай мнажестеашнно (х) към функ-
щията gX) при ν τ v, г 3а всяко чисдо >0 да стлцестацаа

8 —2()>0 такони, це 3a асеки дяе теочки N, VT ет множеството

Зу). за които П«< ἰ γήσωνς <3, 0< Т у” уу <2, ц За весяко х от

х) да Пъде излълнено кнеравенстаота

ДХ У) Да у) <

Доказателстно. Съгласно твърдение | e достатъчно да

разгледаме редицата от функцин (Л(х, у) |, съответствуваща на
peanuara {ν0}, където ¥, « Vo O yo—w!, Μ e} к да изпал-
зваме Kpitrepus ка Коши за разномерна сходимост πὰ редица or

Функини (вж. § 1, глава 2).

2, Приложения на понятието равномерна сходимост на функция.

Hexa множеството {χ) - Х съвпала cwe сегмента |а, 6) и м, е гра-

нична точка на множеството П1-1. Да разгледаме функцията

ЖДх, у), където х принадлежи на (а, 8, а уе от множеството Y.

Ще формулираме няколко тваърдения, произтичащи от съответните

твърдения 32 PABHOMEPHA сходимост на редица от функцин (BK.

"Тлава 2). Тези твърдения с«е доказзат чрез премикаване към ΠΡῸΠ3-

ΞΒΟΠΗΒ редипа {y,}, където ¥, €Y, мму V.-V ΠΡῊ П--22.

Твърдение 2. Нека «функцията Дх,у) е интегруема в сег-
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мента [a@, 6) при всяка фиксирано у от У н равномерно в (с, 5)

клони ΚἘΜ g{x) при v-.y,. Тогава функцията g(x) е интегруема g
[a, 6) и са верин равенствата ξᾖ

b а в !

lim ( Дх, у)ах- f g(x)dx= j [lim Пе ]dx. !
F¥e o Ω͂ а “У-зУа

За доказателството на това твърдение е достатъчно да се приложи

теорема 2.8 ot § 4. глава 2. ]
Твърдение 3. Ака функцинята f{x, ¥) е непрекъсната no х,

¥ € (а, b] при всяко фиксирано у от множеството У и Дх. м) pas-

номерно B |(а, b] клони към функицията д(х) при Y—Yo, 10 щу ¢

непрекъсната o [a, #).

Доказателството се получава от следствие | на теорема 2.7,

raasa 2.

Твърдение 4. Нека функцията f(x, y) е непрекъсната по х в

la. b} при нсяко фиксепрано ν o1 У и при у--ур тази Gyt

монотонно клони към пепрекъснатата функция g(x) Β. всяка фик-

.:нрана] точка х от [a, b]. Тогава f(x, ) клони към g(x) равномерно

н [α, ὁ].

| Това твърдение ¢ зналог на reopema 2.4 ΟἹ глава 2 (призиак
на Дини).

При прехода към редицата (у,) е необходимо т» да се избере
монотонна такава, че I, τολλο:

Твърдение 5. Ако при нвсяко фиксирано у от множеството Y
функиините ua х: Дх, у) н Гу(х, у) ca пепрекъснати в [z, 6) и ΠΡῊ

м «Уу функипята Лх, м) клони към д(х), а фуикцията Γ Χ, у) клони

към h(x) равномерно в (а, 4), то функцията g(x) e диференцируема

в [a, b] и при това

“(9)-(«)
или

{Hm Дх, УУу Н f' (x, у).
ча Y Уе

За доказателството на това твърдение е пеобходимо да из-

ползуваме теорема 2.9, глава 2.

Твърдение 6. Нека функицията f(x, у) е зададена и непрекъс-

ната в правъгълиика | lx{afixfi;b. cz=y=d}. Torapa 38 всяко Y,
от сегмента [¢, а) при y—y, функцията f(x, у) клани PaBHOMCPHO

πὸ x B [a, b] към функцията Дх, ¥o)-
Доказателство, Тъй като непрекъснатата функиня f(x, у)

в правоъгълнинка | l е и paBHOMEPHO непрекъсната B HEro, TO 38
всяко число >0 съществува #-#(:)7>0 TakoBa, че 38 BCCKH две
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тачки (X', у”), (х”, у”) от П 38 конвто [τ'--τ - ὃ, Yy --|σ ́] «
вярно неравенството

ΓῚ

τ
u_, Heka ¥ - χ ~t Vv,

У)--Дх”", у") <.

y''=y,. Тогава за всички у € (е, а) и та-

P-..ma, че v—v, <3, и 33 вснчки X от [a, δ] e изпълнено Hepa-
" вецеството

A

s

1. Свойства на MHTerpaau

гче при нсяко фиксирано

ято се нарича интеграл,

Ще изучим свойствата на интеграли, зависещи от параметър.

Да отбележим най-напред, че съгласно твърдение 2 от § I,

v, М)-- ι У) ! «ε.

Това доказва твърдението.

4 2. Собствени интеграли, зависещи

от параметър

те, зависеши от параметър. Нека функ-

„Шията f(x, у) e дефинирана за х, принадлежащи на сегмента (а, b,
чи Y, припадлежащи на някакво множестно {y)— VY. Да допуснем,

мот У функцията Дх, у) е интегруема

в [a, #), Тогава н множествотс У е дефинирана функиията

(7.1 160~ Г Лк, у)ах,

зависещ ΟΤ параметъра V.

K0 функпията Дх, у) кл

чен преход под знака ua

се полузи

ак х
.g_a Ἀ стематичЕески англяз, 11 част

п

'y

они равномерно B [u, #) към dyukuiaTa

g(x) ΠΡῊ ¥ —ye, 10 B интеграла (7.1) може да се извърши грани-
интеграла.

Теорема 7.2 (за непрекъснатост на интеграл по napame-

p). Нека финкцията f(x, у) ¢ непрехъсната а правоъгълника
&

=la=x=h, ¢=y=d). Τοδασα интегралът 1[3!)--[. flx.y)dx e не-

рекъсната функция на пагаметъга v e |c, dl.

Доказателство. Ot твърдение 6 на § | следва, че функ-
Цията Дх, у) клони равномерно към функпията Дх, Vo) при у-«Ур
. сегмента (ао, δ]. Следопателно, както беше отбелязано no-rope,

же да се извърши граничен преход под знака на интеграла o



b

lim 7(y)=lim jf{:c, y)dx=j imf{x.y)d.t=ff(.>:, yo)dx=1{r).
УУъ УУ g

коета п трябвагте да се докаже.

Теорема 7.3 (за интегриране на интеграла по параметъ-

pa). Ако фунецията Дх, у) ¢ непрекъсната в правсъгълницл
я

Π:{πς.-.ΐκ:ςῤ, στξνιξαι, то функцията !(‘s.-)_-f Дх, ν)άχ е кне l

груема в сеемента fe, а|. Ocsen mosa е вярна формулата

j I{(y)dy — j l j . _V)dx]dy:j [ f Ях, y)dy l‘d.r.

С други думи. ако са цзпълнени условията Ha теорещата,
 то «

интеграла, Зависещ от параметъра, може да се интеглига г
1

този параметър под знака на интгеграла.

Доказателство. Съгласно предходиата теорема 7.2 функ- l

пнята {{ν} e непрекъската Β l | Затова тя е интегрусма в този ς
сегмент. Верността на формулата следва от PABCHCTHOTO па nos-

торните интеграли, тъй като те ca равни на двойния нитеграл

ff Дх,у)айх Чу(вж. raasa 3).
Н

Теоремата е доказана.

Теорема 7.4 (за диференцируемост на китеграл по параметър).

Нека функцията Дх, у) е непрекъсната 8 празоъгълника П μ
има а него непрекъсната произзодна Г (х, ¥). Тогаза функцията,
определена om (7.1), е диференцируема в [c, 4) и

»

(7.2) ")-- | Г (e у) дх.

С други dysu, ако са изпълнени Ууслпвията на теоремата, то
 mo-

жем да диференцираме под знака на интеграла,

Дъказателство, Да разгледаме равенството

Пъу Я - g, у + В1), 0<8<1,

което следва ot Φορμγπᾶτα на Лагранж, к Да забележим, че

f5(x, ¥ +8h) клони равномерно B (@, b] към f(x, у) при Я--0.
Следователно можем да направим граничеиц преход под знака

на интеграла в равенството
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b

τ πιο) 1υ .ξ“ ) _ ξ Гдх. ν--θλ)άχ

пь h—0. Оттук noayuasame формула (7.2), което Доказва тео-

. Случай, когато границите на интегриране зависят от параме-

Нека функинята Дх,у) е дефинирана в правоъгълпяка

шнашщати, c=y=d), а зададените в (с, а| функцип а(у) и #()
7 (с, d} в сегмента [a, 6).

Ако 38 всяко фиксирано у от {e, 4) функиинята Дх, у) е интег-

по х в сегмента (а(у), &(y)], то очевидво в (с, а) е дефини-

.. функцията

И !

“)

2ае) ци- Г fix зах.
е

Вярна « следната теорема.

Теорема 7.5 (за непрекъснатост на интеграл по параметър).„ Ε τ
функцията flx, ¥) « непрекъснаща я правоъгълника П, а
КС aly) и bly) (са непрекъснати п свемента (с, 4). Тогава

ЗИ

Γ " τ Έ ε} [ τ R .ал
| i  ̓ А(у)

I -

Дм)- j Дх, y)dx ¢ непрек ъсната в [c, d).
а0)

) ! Даказателство. Да фикснраме произволна ¥y OT сегмента
" = d]. Тогава от CROHCTBOTO 38 адитивност на ннтеграла noay-

Щ«

ц .

п, " в M) oty

10— Г Ле уах+ | ДЛж, у4у [y,
sl δίγῷ ааа

интеграл на равенството представлява интеграл, зави-

от параметър, с постонини граници на интегриране. Следова-

τοῦ е непрекъсната функцим по у и затова при у--Уа τοῦ
δίνῳ

ЪИi Ее
Пл КЪМ f Дх, νρ)άχ. 3a другите два интеграла получаваме

| ак)

“

1 Л. ах | =M ву)--6(у),
че Ву

| αἰνὼ

аке | Л Л х | <М |4(7)--а07
iy}

RN В ὡς
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къдета Μ -зир f(x, у). От непрекъснатостта на QyHKUHUTE а(у) и
п

b(y) следва, че при Y-y, Н двата интеграла клонят KBM нула,

Следователно f(y)—{(v,) при y—y,. Теоремата е доказана,
Сега ще докажем теорема за диференцируемост на интеграла

ДЦу), определен от равенството (7.1).
Теорема 7.6 (за диференцируемост на интеграл по параметър),

Нека функцията f(x, у) е непрекъсната заеднао с производната τῷ

ГРдх, ¥) 6 правоъгълника П, а функцаците а(у) и #(у) са диферен-
цируеми в [0, 4). Тогала интегралът Д .), определен от равенствотлт
(7.1), е диференцируема функция по у в |c, 4,) ие вярно развенствот

А(

(7.3) г) Г РДх, уах+ у) у6()--Ла(у), ν]αὉ).
ай

Доказ "телство. Фикснраме произволно уу OT verMenTts
(с, а) н записиаме диференчното частно пъв шида

Ut 1) bU;r]

(ray M=l } | o v в | Лк, γυλάν
ара+ # айщ

(h e избрано така, че vo+h « (с, 4)). Тъй като

жаА) αἰγὼ )9

Дх, yattyde= [ Дж, а λ)άχ- - | Лх, уа+Я)ах+
УА) аУ) ain)

щ +10

+ Г Д γετ )ά
b0

аА) 1) Ч ека ο ε) еае)уа+#)- (0) _ ἐ ἘἸη τ Л(е уе) .. ,г- '"Φ-πῖξὑ -9-;;---434.-1-

) «3 | щуе &)

Ше f Л. Yo+ Мах A f J(x, yo+h)dx.
ς Ἐ } ЕЛ:

В първото събираемо на това равенство съгласно теорема 7.4 Mo-

жем да паправим граничен преход под знака 3 интеграла ΠΡῊ

h—0.

Използувайки първата формула 3a cPeIHHTE стойности 38 HH-

теграли, предстанвиме BTOPOTO и третото събираемо BLB вида

а)

";Г,. .[):: ]Ἱ-’ΐι J!u-l-h)dx=f(§, yn.,:.h) _cr_(y,)_—%{}’,_—i—h)_.
т τ
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δίνετ } b ,

f f(x Vo _._h)d_r fl,]' Vo+ h) Щ.
х)

Е

Ε - ξ Ε |а(у,), aly,+h)] κ |6(м,), δ(»9.- }}.
i Ot тези равенства и OT цепрекъсиатостта на функцинте a(y)
! . получаваме

Ἂ

n{_z.:r

2 ., fix, yo+RYdx——fla(¥,).30]a’ (у ) при Я-+0,
р ki

&Ur‘!'h)

.. Г Л уе Ἀ)άχ- . Πδ(ν0), νο]δ ) при A0,
v,

га в равенството (7.4) може да се паправи граничен
прй h—0 и e вярна формулата (7.3). Теоремата e дока-

от параметри

параграф ще HIYUHM случая на равномерната OTHOCHO

„ сходимаст на функция на дее променливи F(x, у) към гра-

ο функиня G(y) при х--со.
функцията Е(х, у) е дефинирана в множеството Z, съ-

се от деойките числа (х, V), където х припадлежи на мно-

(х)-- X, а у принадлежи на muoxecrscro {y}=Y, X n У
множества от числовата ос. Да предположим, че -|ео е гра-

ο точка Η множествота X (т.е. 32 весяко чисдло а миожеството

+ <o) съдържа пане една тачка OT множеството X).

Определенне 1. Функияята #(х,у) клани към функцията G(y)

X, КЛОНЯЩО КкЪМм --оо равномерно OTHOCHO у в множеството Y,

“ за nostko εῸ може да се намери число X, такова, че ако

принадлежи ипша множеството Х и удовлетворява YCJAOBIETO

TO 38 всички у от У ес изпъднеино неравенството

| Filx, ¥)—G(y) [ <e.

Несобствени интегрални OT първи род, зависещи OT параметър.
ека функцията f(x, у) е дефинирана за всички х:-а при всички

. от някакво множество (у)-- У й при всяко фиксирано v от У e

нтегруема в (а, + со), Τ. е. 32 веяко 3 0T Y € сходящ интегралът

|
|

|1

§ 3. Несобствени интеграли, зависещи

ΠΗ

-Г Π ν еу ааа чеъ и ЗС TS М еее
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(7.5) Ку) Г Χ, y)dx.

Опрелеленине 2. Несобстненият ивтсграл (7.5) се нарича рав.
номерно сходящ по параметъра у в множеството У, ако фувкиията

(7.6) F(t, y)= Г Дх, у)ах

клони към граничната функция /(1) при {—+ са равномерно &
множеството Y,

Следващата теорема се нарича крятерий на Коши за равномерна
сходимост па несобствен интеграл, зависещ от параметър.

Теорема 7.7. Необходимо и дастатъчно условие за равномерна
схадимаст а множеството У на несобствения интеграл (7.5) ¢
за асяко €20 da същестаува число (.:а такова, че за всички Е, {",
по-еголеми о0т фу и при асички у от У да бъде изпълкено нера-
венствота

"

| flx, м)ах | <e.

Верността на този критерий следва от теорема 7.1, прила-
жена за функцията

F(t, y)= j Лх, м)ах.

От критерия на Коши п частност следва следиият признак за
сравинване:

Теорема 7.8 (признак на Вайерщрас). Пека за acuwru у от
Y и всички х ет lay, + са), където @24, е излълнено нерпавенствато

, ») Ξ (),
където +(х) е интегруема (8 несобствен смисъл ) фукнкцияа |(а, + со)Тогава интегралът (7.5) е равномерно сходящ по y,

=]

Доказателство. Тъй като нитегралът j #Hx)dx e сходящ,
а

TO 38 38 веяко Чисдо >0 съществува чиело τ α такова, че за
всички &, 1”, за конто Ξ Ξ " е изпълнено неравенствотаЕ

j 2(х)ах< . Torapa
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.“ НА #.

| Ao х [ = [ 1 ) ides | жааа
|' τ τ р

което н трябват!е да се докаже.

„ Забележка 1. От wpurepust на Коши за равномерна схо-
Димост на несобствени ннтеграли следва, че ннтегралът (7.5) и

а

неговият «остатък» (т.е. интегралът ff{.r, м)ах, където а! >a) имат
Ξι.’

еднакънв характер на равномерна сходзимост.

ш „Забележка 2. Аналогично N3 доказателестзото на призиака
на Дирихле- Абел за несобствени интеграли (вж. част 1, допъл-
ненис Т към глава 9) се доказва следиото твърдение (признак на
:Дирихле -- AGea),

“

] !’ Ако интегралът F(f,y) -‘I Дх, y¥dx е равпомерно ограничен,
εἰЕт. C. 38 весички I2>a инуот 1 еизлълнено церавенствота |Е(4, у М

‘B функинята д(х) е ограничена и монаотонно клопи към нула при
ж.

м

х-е ξ oo, то интегралът | f(x, у) glx)dx e равномерно сходящ,

. интеграли, зависещи от параметър.

Теорема 7.9. Пека aa #сяка b, по-голямо от а, функцията
Лх,. у) каони къл функцията #Х) при у--у, PASHOMEPHO й сегмента

Ῥ [α.Ὁ}. където у, с егранична течка на множестасто У ц интегра-

“

А

ἰ

А

s

{

| Преминаваме към изучаването на свойствата на песобствени

“

гавга

-
J ἷ lim ]U:).— Пе I Дд „Ъ*Ш:С-); g(.r)d_r.

#

КА F= “

I, Доказателство. Ще докажем, че Шу икцията g(x) e иптег-
1 руема в ичтервала [2. сс). 3a произволно чиело в7>0 същеставува

ι πηοῖο у (:}}»0 Takorz, че за всеки . 1, поеголеми от f,, й 38

всяко у 0T Y € изпълнено иперазенството
"

: ’-f(-‘f, }r’)d_rf <z,
-
-

£

-

ἘΝ

с пе
-

; -

Ако в горното неравеиство оставим у да ΚΠΌΗΙ към у, ΠΡῚ фик-
„ сирани ', 1”, то ще получим

b
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| ъ[ gixdx | =e,
e e ]

Тона zokaspa сходимостта на интеграла f g(x)dx.
й

Нека (6,) е произволка редица, клоняща към + оо. Да праз.
гледаме функиноналната редица

„()

а

която равномерно в множеството Y клони към I{y), определена
в равецството (7.5). Паради твърдение 2 от § | всяка от функциитеГ„(у) има крайна граница при »-νο. Освен това

( t Ἂ

{{π| 7, (y)—1im Γ Ἀ γ)άχ = {Ρ (П flx, 1/))ах = j g(x)dx,
Ῥ ] феу a а YW я

Ho тогава съществува и границата

ееа [пчщ

ty o

lim I(y) =lim [ glx)dx = | g(x)dx,

ТЪЙ като съгласно теорема 2.7 от глава 2 символът lim за pan-
]
аномерно сходяща редица /„(у) н cumpoasT lim 38 граница на функ-

ὰ
циите 1,(») може да си разменят местата.

Теоремата е доказана.
В частнаст, ако точката y, принадлежи на MHOMecThOTO У

и функиията Джхж, 4) с непректсиата в токата Yo, Т. е. за всяко
b>a функцията f(x, у) в сегмента [a, b] равномерно клони към
фуякцията Дх, ма) при v oy, то lim I —=1(y). т.е. I{y) е нсе-

¥y
прекъсната B точката Ул

По-точна пярна е следната теорема,
Teapema 7.9“ (за непрекъснатост на равномерно сходяш не-

собствен нинтеграл по параметър), Hexa функцалта на две npo-
менлияи Джх. у) е непрекъсната за xza и Y€lc, а) п интегралът

I(yv)= f Дх, y)dx е равномерна cxodaw в (с, а). Тогава функцията
й

1(y) e непрекъсната в (c, d].

Доказателство. Във mcekk правоъгълник l I = {a=x<t,
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-———_—-__———-———-___—

<v=d}dyuxkuuara Дх. у) равпомерна в сегмента [α, 4 клони към
| Μ flx, νο)-- 5(Χ) при у--Уа (вж. твърдение 6 от 5 1). За-

- при f=1, за иктегралите /(у), въведени при доказателствотоl . Teopema 7.9, ca изпълнени условията 38 граничен преход под
снака на MHHTerpaaa. к н OT равномерната сходимост B (е, )

| τ ТДу) към у) получаваме, че lim Цу)-- Ду,), т.е, функиинята
У1 ' v) с непрекъсната. Теоремата е доказана.

| Теорема 7.10, Нека функцията на дде променливи Дх. у)е
1 Ν Ξ - й неотрицателна 86 х (а, е:) и уЕ(е, d|. Нека πο-

- този интеграл € равнемерно схсдящ по у в [c, 4|.
-

t

| й интегралът I(y)= j Дх. y)dx е непрекъснат no ув(е, d].,

μ

| „Доказателство. Да разгледаме редицата 1,(}} Ξ f Дх, v)dx

а
” непректскати а (с, d] функции и нека #. монотонно клони към

| ”” Тогава редицата ( „(У)), монотонно не намалявайки, клони
| . непрекъснатата функция /(y). Следователно можем да прило-

признака на Дини (теорема 2.4, глава 2).
Теоремата е доказаца.

Teopema 7.11. Hexa функцията на йдве променливи f(x, у) e
ее м неотрицателна захиу, принадлежащи съотаетно

“ интервалите (а, оз)и (¢, ἃ]. Нека освен това функцията f(x, м)
Ὅ8 всяка точка х от (а, со), монатонна не намалявайки, клани към

функция g(x) при y—y,. Тогава от сходитостта
=3

| аинтеграла _/ g(x)dx cacdsa, че може da се наплави граничен ппе
[+

а пой знака Ha интеглала (7.5) при V=¥,

Доказателетво. Or признака ua Вайерщрас (теорема 7.8)
. че интегралът (7.5) е разномерио сходящ в (е, 4), тъй като

. V=gl й а(х) е интегруема s (а, --), Затова от теорема 7.9“
τ че може да се направи граничец преход под зпака на ин-

Да преминечм сега към въпроса 38 интегриране на несобствец
г. ΠῸ параметър.

еорема 7.12 (за квитегриране на несобствен интеграл по па-
- е. Hesa функцилта на дчг: променливи f(x, у) е дефинирана.
: непрекъсната за хи Y, принадлежащи съотастно на интерва-

АИЦ ле e μ ς
«3

 ̓[α, с) u e, 4), u нека интегралът Ду)- f flx, ν)άχ e pasno-
a
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мерно сходящ. Toeasa функцията Ну) е интегруема 6 [c, 4) и ¢
вярча формулата

а аг 
v d

() j ]Ur)dy:j dy f flx, у)дх -- j dx f flx, ν)άν,

JdoxasareactBo. Съгласно teopema 7.9% ¢vnxuuara Ду) ¢
непрекъсната в [c, d], а следователно и интегруема з тозп HHTED.

вал. Да докажем сега формулата (“). Ще разгледаме функшиите
ΐῃ

1.(y)— f fix, у)ах при {,--cc. 3a всяка функпия /„(у) от Teopema 7.3

а

получаваме
-

а t 4

(7.7) [ ( Уу - [ dx [ к ву
“

Тъй като п иптервала (с, а) редицата {/,(v)} равномерно клони

към Ду), то в Anpara страна на рапеинството (7.7) може да се на-
прави грапичен преход под знака на интеграла при п-се. Сле-
дователно при п-«со съществува и грапницата на редицата от,ин-

теграли, стоящи в дчсената страна na (7.7). Така получаваме

4 of ῃ εἰ «а а

lim Г 7„(ууу - [ I(y)dy—lim [ dx [ ooy [ dx | Дх. γ)άν.
el “ iR м

което трябиаше да се докаже.

Ще докажем cera тесорема за интегриране на несобствен ий-

теграл (7.5) по параметър, който се Hamens в безкраен интерзал.

Теорема 7.13. Пека f(x, у) e функция, непрекъсната и неот-
рицателна я областта ащх« сз, δῖξγικζοο, интегралът I(y)=

«а

< j Дх,. у)айх е непрекъснат а unmepiaad |c, со), а интегралът
“

κ εἴ

К(х)- j Τ, V)dy e непрекъснат 8 unmepiasa |a, -о), Тогаза v
е

сходимостта на единия от иантегралите | 1(y)dy u f K(x)dx
£ а

следва схоЗимостта на другия п o агрни разенстевата

ре

[ 1 dy= | Kx)dx
1
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4Ὲ

[«ν | Ах, зуах- Гах | Дх, у)чу.
v а a м

По тавъв начин, ако са изпълнени условиячта на тесрема 7.13,
„тоже ΟἹ сс интегрира по параметъра в безкраен интерзал пой

Ззнака на несгбестаения интеграл.

Доказателе тво. От услонвията на теоремата и от теорема
7.10 интегралите /() и К(х) са разномерно сходящи съответно
първият в сегмента |(е,а)| при всяко 47>с, а вторият п сегмента

(а, 6) при всяко b>a. Пека например е сходящ повторипят ин-
“2

теграл | I(y)dy. Да разгледаме непамаляваща редица (4,), л- + co.
&

Torasa

‘. - « o,

f K(x) dx:-f dx f Κι. y)dyr-_l dy [ flx, y)dx.
а а 9 <

а

| я

Редицата Ду, i.J"“f Χ, ууах, 1-1, 2, ..., 338 всяко d, по-голямао
а

ὍΤ ¢, кдони равиомериа в сегмента [¢, 4) към ЛДу). При това pe-

дицата (Цу, #.)) це намалява в |(е, а|. Оттук и от теорема 7.11
еа

следва равномеризга сходимаст на интеграла j Ду, t)dy. Ho то-
“

гава съгласно теорема 7.0 може да се направи грапичен преход

под зпака на интеграла, т.е. имаме

иЧ Т “ 2
| K(x)dx—1lim [ K(dx=lim | I{y. t)dy~ | I(y)dy.
{ tn—*:l"‘:‘ f+-d: & ἓ

което трябваше да се докажсе,

Да разгледаме сега ΒΈΠΡΟΣΒ за диеренцираце по параметър
. на негоб-твен интеграл.

Теорема 7.14 (32 дифгренциране на несобствен интеграл по
параметър). ека функцичта Дк. м) и нганала полаззодна Ги(х. у)
са непрекъснати & облагтта @<=, Ξ : Нека по-нататък

«Е

-

. антеградлът I(y)— | Дх, ¥)dx е схадящ зъв всяка точка м от cee-
&

o

мента [c, 4), а интегралът j o>, М)айх е разномерна сходящ в
4
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щ

сегмента (с, d]. Тогава функцията I(y) има производкна“ за всяко
у om (с, а), при това

I'w)=[ fy(x у)ах,

.
Доказателство, Нека --оо и I,,(_y)-—-ff(.r,y) ах. Pean-

цата от нспрекъснати функцин [, (v) e сходяща във всяка точка
ot (с, d| към функцнята /(y), а редицата от производни 7 ́,(}} e ран-
номерно сходяща в сегмента [¢, а). Тогава съгласно твърденне 5
ΟἹ § | за всяка точка у ΟἹ сегмента (с, d] съществува I'(y)=lim Г.(у).

ἥ-τὸῦς

А

Но Г.(у)- f Г.(х, ¥)dx. Следователно
а

го)- | f,(x у)ах.

2. Несобствени интеграли от втори род, зависещи от параметри.
Нека функиията f(x, у) с дефинирана за х, принадлежащо на [a, δ],
и у, принадлежащо на Y. Нека за всяко фиксирано у от У ᾧγηκ-
цията Дх, у) е неограничена при х--а, но такава, че интегралът

(7.8) I(y)= [ fix, у)ах

е сходящ.

Определенне 3. Несабственият интеграл or втари род (7.8)
се нарича равкомерно сходящ πὸ параметъра у Β множеството Y,
ако за всяко {, удовлетворяващо неравенствато α 1<-6, функцията

b

Fit, )~ [ fir, у)ах

при f—a-U равиомерно клони OTHOCHO ¥ ¢ Y към функинята Л(у).

ЩЕ ФТбЕЛЕЖ!!М, ес с помотта па ΜΗ на променливата X,
приведена в допълнение 2 към глава 9, част I, несобственияят нн-
теграл от втори род се свежда към несобствец интеграл от първи

род. Затова за ннтеграла (7.8) могат да бъдат формулирани ос-

“ При уе I(y) нма дксна производна 1(е4-0), а при y=d — лява npo-
изводна /'(d—0).

пъ e R
T s e Έ = чуе
.
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Ε

Ъ новните теореми за граничен преход под знака на несобствения
| ннитеграл OT първн род, за непрекъснатост по параметъра, 38 ин-

;” тегриране и диференциране ΠῸ параметъра под знака на интеграла.

ἷ Накрая ще отбележнм, че интеграл от вида

f flx, у) ах < f flx, м) dx+ j f(x, v)dx

където първото събираемо е ннтеграл от неограничена фу нкцня,

а второто събираемо -- интеграл с нцеограничени граници, се на-

рича равномерно сходящ, ако и двата иптеграла в дясната част

са равномерно сходяши.

§ 4. Приложение на теорията

на интегралите, зависещи от параметър,

за пресмятане

на някои несобствени интеграли

Описаните в предишните параграфи методи позволяват да се Πρ8-
сметнат някон несобствени интегрални.

1?. Да пресметнем интеграла

Сходимостта на този интеграл беше установена по-рано (вж.

допълнение 2, глава 9, част I).

Ще разгледаме помощната функция

[г-“ SRE L xR0,
XДх, у)

l 1 „ x=0.

Фучкинята Дх, у) и нейнага пронзводна [, (x, y)=e2sinx ca
sin χ

непрекъснатни B областта x=0, y=0 и f(x, 0)= - Нека

Ее

" ΕἸ Π x п
Ι0)- | е = d-r-—-! fix, у)ах.

- Ὸ
хокажем равномерната ΟΧΟΤΉΜΟΣΤ на този интеграл при y=0.

това е достатъчно да yCTIAOBHM равномарязта сходимогт на
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Щ
Щ

sinx
dx. 3a този интеграл ще приложим приз--

Ω

интеграла f gy
1

нака на Дирихле — Абел от 6 3. Интегралът

г
. e V¥ (psinxf е 5 х ак < 27 { 8ῖπ с0 х)

I 4y I

€ ограинчен, тъй като

t .

͵ ἜΝ
1

1442 )

l _e""’j,vsln 14.са8 13 l_:,_?_(l #У) -
Ιἦψ-νῃ к !.,'.-ΡἹ а Ὦ ж

ἱ
ФУНКННПТЗ " ΠΡῊ Х--оо MONOTOHHO KJAOHK към ny.a.

Ot pasuomepnata сходимост а интеграла н непрекъснатостта
на подиптегралната «функция съгласно теорема 7.9 от 6 3 следва
непрекъснатостта на функиията /(y) v [0, е«), т.е. вярно е ра-
венството

lim () /(0)- .
у«В+ти |

Да намерим стойността na Ду). Ще разгледаме спомагателння ин-
теграл

а

E!‘ е7 и х ах.

Съгласно признака на Дирихле - Абел, който очевидно е при-
ложим 38 този интеграл, заключаваме, че този интеграл е pas-
номерно сходящ в областта [y, =), яка y¥,>0. Оттук съгласно

теорема 7.14, § 3 следва, че интегралът /(y) може да се днферен-
цира по параметъра у във всяка точка y>0. Така за всяко y>0

получаваме

ку

» . e_yx i ..['Ur)= -—j еУ 5ъ ау ..Ш {“Μ..Ξ
Π

=3

щ 1

”0 {Ὲ Δ

Интегрираме това равенство в грапцици [y, се) Η получаваме

Доо)-- Ду)-- --агс 15 / ῖ: -%-г-агс tg(y).

k. ῖ
Тъй като ἶ-ἕ-’“

Геу

=1, 10 при y=y, имаме
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. ἰ
I | = — ру = че« ()1 = Ъ[ е а Е =,

при Vo — 2. Оттук получапнаме, че ( (о-)-0, и следователио 38

всяко y >0 нвмаме

Ξ

I (y)=-;-—arcig ν.
ῳ

Преминаваме към граница в последното ранвепство при у-0-0
и получаваме

τωθ ὶ

κο)- 1- { аке Σ
х 2

“

20, Да разгледаме интеграла

Мь? νχ
1) — {ΞΞ .

Q

Ще намерим werosoto значение за y>>0, y<0 μ y=0. При

¥>0 в интеграла Ду) правим смяна на променливата, полагаяки

ух- 2. Тогава

Ἂ Ее

мя ἘΠῚ £ τ
гу [ -a,x,-..hf‘ ЕЕ

8

При v<O правим смяна на променливата γὰ-- --ἰ, (ἐ}»0). Имаме

ъл

а #
10)- - ἰ " «ἱ- - 7

0

При y—0 кнтеграла /(у) e очевидно равен на нула. Следователно

-ξ при y>0,

Г(у)--4 0 при y=0,

- ζ при м<0.

Тозн интеграл понякога се нарича прекъснат мпожител на

Дирихле. В частнаост с помощта на прекъснатия множител на Ди-

рихле получаваме представяне на функпията sgny, T.C. на функ-

ипията

1 при y>0,
sgn y — 0 ΠΡῊ y-0,

- | при y<0
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във вида

2 Гя_ 2 [ sin yxsgny= " Ъ[ τ dx. ‘

Ска

3% Да пресметпем иптеграла на !Поасон f e~*dx (вж. също
-ςῄ

§ 6, гл. 3). Нека

[y ] Ι ЕКл

— . _ «аl-fe'“-*dx—gfe‘dr |

За пресмятането на ΤΟΞΗ интеграл полагаме х-у, където y>0,
и разглеждаме интеграла

Ir-,l(y)::f ме ς

Да умножим двете части на горното равенство ¢ τ и да инте-
грираме в граници [0, οο). Получаваме

сКъ

/ ]Ἕιε")" ау=]“ге[ g-J"_jp{jP ае ф }d_p_
L] 0 0

Да разгледаме функцията f(y, ty=ye-0+9 В областта y=0

|

' |=20 тазн функция е непрекъсната, ограничена Η неотрицателна.
Интегралите ,

« «| а

f f(y, 1) а уе f " 41-- τ 1
0 

:

ῦ

са непрекъснатни функциин в областта на изменение на параметъра,
T.€. съответно в областите y=0 и {=0. OcBen това

Следователно са изпълнени BCHYKH (условия на теорема 7.13 от |
5 3. Затова |

Р:Ггу“у[!ц E‘J’"dt}dy= fcdt ‘ff(y, t)dy:—:—. Ι

Ιι’

|
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В този параграф ще нзучим някон свойства на един важен класиеелементарни функини, наречени ойлерови йнтеграли”.Ойлерав интеграл от първи род или «бетафункииня» (В-функ-цня) се нарича интегралът

! B(z, 5)-- [ 1 (1— χγδοτ i,
ῦ

|

} Ι;Ιε““ᾶχ--ξ Rfe*‘-‘"’dxc π.

[
B този интеграл х g 2 са парамегри. Ако тези параметри удой-петворяват хуеловията #< Г и 2 Ἐ, 10 интегралът В («, 5) e necod-.. интеграл, Зависещ от параметри, при това подинтсегралнатафуньция има особености в точкинте х-0 нл-. |г Ойлеров интеград от втори ро

|

lr

.

Д нли «гамафуинкция» (!-функ-ция) се парича интегралът

?’}

I‘(:)r—j AT еЕ Ду.,
а

Ще отбележим, че абластта Ha ицтегриране е [0, -) и при2< 1 точката x=0 е особена T04ка 38 поднитегралиата w ks,

1. Г-функция. Икнтегралът

θ

С cxoAM 23 всяка x>0, тъй като ξ χ pray 7 у и интегра-1

лът fx"" dx e сходящ npu 23>0,
o

B областта 272,

|

| Ι
l f χ ае Ду

|

|
|

къдета х, е [IPOH3BOIHO положително чиело,
ὙΎῊ UHTEIPAT € равномерно сходящ, тъй като О #7 gt γα 71и може да се приложи признакът на
И при всички a>0 е сходящ интегралът

* НПо-подробво теорията на Янтегралите на Ойлер ¢ изложена а киягата28 Е. Г. Унтъкер н Д. 11 Уотсън «Курс
матгиз, 1953.

19 Матеметически звалиа, Ц част
|

|
!

|
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o 1 «

Γ ::):-Ι x*=1 e-«‘dxzj Х7 а ἀχ | x*1e—*dx,
0 0 1

тъй KaTO BTOpPOTO събираемо B дясната YacT € очевидно σχολππι

интеграл npu z>>0. JlecHo се вижда, че този интеграл е pasHo-

мерно сходящ в областта О0«< кая Ду«- оо, където числото 4, с

произволно. Дейвствителноа за BCHYKH такива « и за всеички v >0
сю

КЕ ааае 601 481) ц тъй като f ве [x%~1 4+ χαν-ἢ dx e cxo-
ὑ

дящ иятеграл, то може да се ΠΡΗΜΟΉΓΗ признакът на Ваперщраг.

По такъв начин в областта ὖ « αρ : α 4 < oo интегралът
е

I'(z)= f x*~le=*dx e paBHOMCpHO сходящ. Оттук следва непрекъс-
0

патост Η функцията F(a) в областта «>0. Да докажем cera ди-
depenunpyemoctta на тази функция при «>0. Да забележим, че

функиинята /4(х, а) = Inx . χ ι ο е непрекъсната за «>0 и x>0,

и да покажем, че интегралът

г/*д(х. ц)с!х=г|пх.х“-1 е-“ дх
0 0

еуравномерио сходящ по « във всеки сегмент [ay, A,], 0< 2. < Ay oo.

Да изберем чиело g, такова, че 0< е< «,. Имаме {{πὶ х In « =0.
& =4}

Затова съществува число & такова, ue|xlnx| <1 за x¢(0, δ].

Torasa в (0, 8] e вярно HEPABEHCTBOTO

п . х е | g x®o b~

> к
и тъй като интегралът f Tl Е СХОДЯЩ, то иитегралът

х -"ἰ , -
0

2

f Inx x*! =¥ Ду e paBHOMEPNO сходящ OTHOCHO « B [x4, A,). Aua-
{

логично 33 «< А, съществува такова число ЕБ);7>|, че за венчки
ξ Ὶ

Iny Е ча
- 

-

х exr

BCHUKY «: A, noayuapame |Inx,x%-leg—~ ..Ξ’Ξζ- . Оттук и от приз-

х 5) е изпълнено HCPABCHCTROTO =l. 3a тези x и

а

нака за сравнение следва, че интсгралът f Inx x*le=*dx e pap-
а

HOMEPHO сходящ OTHOCHO « в [y, 4,). Накрая интегралът
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&y

f Inx КТ е7 ах

я

Ἔ равномерно сходящ OTHOCHO х B χ. 4,), тъй като подинтеграл-

ната функция е непрекъсната в областта s=xv=3;, z, <tz .. Сле-
дователно интегралът

)

f Inx.x*>te-*dx
0

@ равномерно сходящ B областта [χρ, 4,) относно « и следовател-

но функинята Г («) е диференцируема при всяко «х->0 и е вярно

равенството

Ma)= [ Inx а1 ἐπὶ dx.
ῷ

| За интеграла Г(х) може да се повторят същите разсъждения,

откъдето следка

L=}

M (a)~ f Ш x®1 ¢~ ¥ .
0

Mo индукция се доказва, че Г-функцията e безкрайно дифе-

ренцируема 33 «>0 н 33 л-тата производиа е вярно равенството

o2

Г () zf Ine . x*=t.e*dx.
&

Да интегрираме no части функцията I'(z+1). Имаме

I'(z+1)—- I хъе Ду c"‘] +==Г хъе dx.
2 VI

- ChepoBaTETHO

M{z+1)=21(2).

Горното равенство се нарича функционално уравиение на Γ.

функцията. Ако x>1, като приложим Функционалиогто уравнение

на Г (α), ще получим

Г(х-1)-х Г (а)-2(«- T (2- .

Ако n—1<z<{n, то B резултат на последователио прилагане на

функиноналното уразвнение ще получим

I'(z+1)==z2(z—1)...(z—a+D1(z—n+1).
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тщ-*пцд-

-.

Последното равенство показва, че е достатъчно да 3586 Μ Г (х) в

интервала (0, 1], за да пресметнем нейното значенние за всяко z >0,

Hanpumep, ако z—H, получаваме

I'(n+1)=n(n—1)...2.1 r(n.

Тъй kato l‘(l):f 6 dx=1, 10
"

πἘ ) τ πὶ

Οτ тази формула например получаваме

r(np=1-=ut,

KOeTo огговаря па приетото означение 0!=1.
Сега ще изучим поведението на Г-функцията и ще цостроим

нейната графика.

Or израза за втората пронизводпа на Г-фупкцията се зижда,

че 17(z)>0 за всички «>0, Следователно 1 χ e растяща функция.

Тъй като (2)-1,ЩИ<1, то or теоремата ua Род сдедва, че п

сегмента [1,2] производиата ГЧ«) има сдинствена нула в нлкоя

точка χ. Следователно ΓΠα) . Ὸ при а«<з и T'(2)>0 при «2>2;,

τ е. Г («) монотонно намалява ц ицтерзала (0,2;) и монотонно ра-
ι [(ἀ...}}

сте в интервала (g, οὐ), По-нататък, Ттъй като Τ (χ) - ------, τὸ

Г (α)- + οο при z—=0-+0. При »>2 от формулата ГП(х)-я '(z—1)>

>z Г (1)- х следна, че Г (а)- oo при z-» + oo,
Π г d-"*l

Равепството Г («)- (; ) може да се използува за продъл-

жаване на Г.функцията и за отрицателни значении на з.
ll

[Tonarame за —1<<2<<0, че T (z)-- (“Ξυ--. Дясната страна ка

това равенство € определсена за вснчки « от (—1,0). Получаваме,

че така определената (функция Г («) приема отрицателни значения

в интервала (—1,0) и при a——1-40, а също така н при 1-0-0
функиията Г («) клопи към — oo,

След като сме дефинирали по такъв начин функцията I'(z) в
иптервала (—1,0), ине можем [0 същата формула да я продължим

и в интервала (—2, -1). В този интервал продълженнето ца Г-
функиията ще се окаже функция, която приема положителии зн

а-

чения и такава, че Г (α)- + са при «--2-+0 и z——1—0. Προ-
дължавайки този процес, ще определим фуикцията Г (х), която ще

има прекъсвания от втори род в целочислените TOTKH a——R,

k=0, 1, 2,--- (вж. фиг. 7.1). Да подчертаем още ведпъж, че ΜΗ -

тегралът

щ ееТ
L

ἁ
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дефинира Г-функпията само за положителни значения на «. Προ-
дължението на тази функция 33 отрицатедлни значения на «е осъ-

ществено с помощта Ka функцноналното уравнение Г («-- 1) = a И(«).

2. В-функция. Да разгледаме ннтеграла, определящ В-функцията
1

Bz, 3)= а1 х) ах.

g

1 -
като 38 О<х:5-у- е вярно неравенството 05 χα ὶ (I—x)—' < Οχκ ὶ

а

и

за някакво C>0 и иптегралът f x*1 dx e сходящ 3a 2>0.
ῦ

To3y интеграл е равномерино сходящ OTHOCHO х и В Β областта

a=a,>0, =0, тъй ката

θ-εχῖτι (|--х)71 Cx%o!

1

U

' B2

Интегралът } Хее 1 (1—x¥ 1 ах е сходящ за 2>>0 н 38 всяко В, тъй

38 всички ἀἴξαρ н 3=0 н 38 всички х6|(0, 1/2].
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Щ

Аналогична се проверява схадимостта на ннтеграла
1

f:c’“‘ (1--х)й-1 dx
12

38 2=0 н 3>0, а така също неговата равномерна сходимост в
областта x=0, 2> 8,, където 8, е произволно число, по-голямо ΟἹ
нула.

По такъв начин иптегралът

1

В(«, В)- [ %1 (1—xf~1 dx
9

е сходящ 38 вснчки «:>0 н В7>0 н е равномерно сходящ по « н 3
B областта αξεαῃν, PPy, KbAETO «, Η B, τ пронзволни положи-
телни числа.

Както и за Г-фупкцията, може да се покаже, че В-функиията
е безкрайно диференцирусма за 0<а«< оо, (<38< со, Но ние ше
установим това па-нататък, използувайки представяне на В-функ-
цията чрез Г-функцията, Jaropa usma да показваме непосредетвена
диференцируемост на В-функцията.

Ще докажем някои cnoficrea ца П-функпията.
1° Симетричност на П-функцията. Ще покажем, че

при всички a>0, 87>0 е изпълнено равенството

В (α, 8)-- В (3, «),
т. е. В-функцията e симетричиа относно свонте аргументи,

В интеграла, определящ В-функцията, правим емяяа на про-
менливата #-.|--х, Получаваме

i

В («, β)-- [ 21 (1—x)t ах- [ (1—ty>=1 =1 gy
Π 1

1

-ἰ[δοιᾳ--ηκοι ar-B 3, α).
0

20. Функционално уравиение Π18 В-функцията.
Ще покажем, че за всички «>0 н p>0 e вярно еледното ᾧν H K-
цяонално ураписвене:
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1 1

;-[хмп-х)вщ == | @ (=0 - ὐὍῦοιι dx=
& 9

1

=—;~[II=“’ (l—x)fl-‘dx—fx‘(l——x)a—l dx] -
@

2"% B («, .3)""'7:“ B(z+1, 8).

"Следователно получаваме

Β (2, §)—5-B(z+1, В),

Β. Ἐ, β)- - ὐ Β ία, В).

От свойството снметричност 33 вснчки «>0 и 3>0 получа-

ваме също зака формулата

Ве 3+ 1) =5 Bl ἢ).

Последователното прилагане Ha тази формула пи дава въз-

. да изразим всяко значение на В(х, 3) чрез сгойностите

на тази функция в правоъгълника Ι l={0<:_;;l,0<{i;-_~;l}.
3. Връзка между Г-функцията н В-функцията. B urterpana, onpe-

делящ Г.функцията, да чаправим смяна на променливата, пола-

Ггайки х-и, където Σ , а в интеграла, определящ В-фупкцията —

X =T Получаваме

r:-'; ';fl ‘1...1

+ а (=1

След заменянце в първия интеграл u C I-*-fl’, d oz C Ἱ'Ξ"ἰ.ᾗ полуцчанаме

Г (-.--45 -
- (= '-ῄ « , 11“*3-1 еП Е 1141 .
e 7.

(t+2) .

Да предположим, че 2>1, 37>!, и да разгледаме в облистта (:0,

v=0 функонята

+КЕ а! „е
Flt, υἹ--τὖ LU

Очевидко, че #(4, ὐ Ὸ в тази област. Интегралът
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Ἠ

са o - |

Hv)= 4’ f(t, v) dt=I‘(m+l3)"('I'+;)u+p

€ пепрекъсната функция по ¥ на полуправата ¢=0. Интегралът πὸ
другата променлива от тази функция е също непрекъсната функ-
ция на полуправата 1(:-0, тъй като

00

K =[ 10t о нР ot [ ене = go ра) #71 7
0 0

И накрая съществува NOBTOPHHAT интеграл
21 е

Гку«- /| drf /(6, 2) да« [ 1 )5 e~ ἀξ-- 1 (α) T (3).
1 0 0 Π:

Следавателно от теорема 7.13, § 3 следва равенството

=ГГ(0):Ш-ГК(!)Щ
0 v

нл

;Ι *аи-гг г )"*“"НЦЩЗ“"“ да-- Г(« + ) - ;-"__’_____ Фе --;! (1) "0 (ι’:ι’. β (Ἱ-Ι-Π}“'ᾧβ κ B β fil (l+t'}n+’

[Κι ετ } .
0

По такъв качин получаваме

ῳ uu-—l

Pt / e 40- е+) B - LT (o)

като се възползувахме OT установената no-rope формула

£ o1

"

af (φ 5Ὲ} ἄ9 - В(в, В).
Получихме, че 38 венчки 2>1 871

Г.(в) T
B (2, )~ Θ ῶ

Да разпространим тази формула 38 x>0, В>О. Да запишем
устанонеката формула за значения на « и 8 такива, че a4+ 1>1,
gd+1>1:

Г пе !Blat-1, ΒῈ . ἘΞ О)
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Като използуваме фунхциноналяите уравнения, получаваме

B(z+1, ‘?v-{—[)—*r:_*‘l—gti, g+ 1)=3-+;+! - Tz-i-_é Β(αι ;)г

Г(«+1)-« Т (α), Г(3+1)-2Г(8),

Ц«+8+2)-(«+8+1) (х-+8) Г («+3).
Заместваме тези изрази във формулата за B(z+1, 3+1). Получа-
ваме формулата

_T(=re

Βία, 8)-- < а)
вярна 38 вснчки хи 3, за конто x>0, 3>0.

4. Примери за пресмятане на интеграли с помощта на ойлеро-
вите WHTerpaaw. Ще посочим някоин примери за пресмятане на ин-
теграля, конто се свеждат към ПЙЛЕ[)ОШПЕ интеграли.

1°. Да пресметнем интеграла

I — j χ' {{ Ὑ 3 ах.
.

Очевидно e, че

8 Δ) Γ(Ξ)ι(ἓ.) 1 1 3
e N R L

20, Да пресметнем стайността Ha интеграла:

! |“ sin*! всо97! 14
ка

i

Hoaarave х- 51 . Получаваме

i
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Тъй като

ц [t dt Г Ч аеΓ(ἷ):.'[ Ι"'τ" 2{3 ' ᾶ-!ἷ-ἓἵζε dx,

10 Г (%—)z\/ =/2 (вж. npumep 39, §4). Затова

„,.-Т:т ПЕ _(_%—l—
241

§ 6. Формула на Стирлинг

Вече знаем, че

o

| = В(а+1)- [ x%e=dx, '
0

Ще намерим представяне на величината nl за roaemu стой-

ности на л (така напеченото асим птотическо представяне). Ἴ
Ше докажем, че

е
n! ь--.(ч-“-)п Vina ( 1+- »-) |

където величината ὦ се намира между - +1. Toea e dop-
мулата на Стирлииг.

Преминаваме към нейното доказателство. Да отбележим, че
л

функцията 1%~ расте в интервала [0, л) от 0 до (Т) и намаля-
я

ва в интервала |(1, -о) о-г(-:-) до . Тъй като

| Ρ Χ ΔΝ

ϊ.π ξ“""’:(.ἑι,) (-λἷ) En—.t"

н ὰ Η

nl -(Ἕ“") [[ᾗ') τ dx .
i

TO

fl “Функцията (%) e"* расте or 0 до | B интервала [0, n] ий нама- j

лява от 1 до 0 в иптернвала [n, =), Затова може да се направи [
CMAHA на променливата

хе < че



ФОРМУЛА НА СТИРЛИНГ 299

κὶπ Ν .3

Πρπ това сегментът [0, п)|, където се изменя Χ, ще отговаря на

полуправата (---о, 0], където се изменя {, а полуправата [n, <o)

на изменението на х ще отговаря на полуправата [0, оо) на изме-

неннето на #.

За дз направим смяната (*), e необходимо да намерим произ-

дната . За всяка х--п, диференцирайки лявата н дясната стра-
на на (') no f, получаваме

de _ 2
а Г x—n

Ot apyra страна, логаритмувайки равенството (*), получаваме

[3.- x—n—nln( |2я )

Записваме 38 функицията f (v)=In(l+y) формулата на Макло-

ΠΡΘΗ ¢ остатъчен член във формата на Лагранж. Получаваме, че

съществува число 8 от ннтервала (0,1) такова, че

"

я

Оттук получаваме, че за у=х я

ека

x-n )\ x—n ἰ (κ-- ὐ -

ln(l-!- л ) п 2 аЩе)
и затова

1

I|
Ц 1

Затова - " :-—--Vf%—-9 и следавателно

|+ rfn]flf['—:‘t—\gfi-l—fl] .-:?.\/-’_;-:-4-21(1-_9).

=

Cera в интеграла f ( ) τ dx да цаправим CMAHA на променли

зата, съответс гвчнаща на равенствота (*). Получаваме

Оттук следва

А И СVT n--8{x— n) o ῃ.. 1
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а

( ).’!( ) ¢ хе (u)flf“’”“[z\@ +211—6) |de—
Cl)

(:) \ffin[ e‘“"’ d!-f-- ; j et t(1—0)dt.

Да оценим интеграла f е”” ¢ (1—8) di. Имаме

=} жа R , а

I e-""i(l—fi)d:g?} te=t'dt — —e =1,
-ба 

υ 
9

Отчитайки, че | в-”" аге Уе н че в } , окончателно получа-

я ъ <. нн

къдетао |щ | < |. Формулата 8 Стирлинг е доказана.

Да забележим, че с па-прецизни оценки може да се докаже
следната формула“:

. 
139 1

е+ 1) Зе () ["*"'6';;'*":‘5*‘*;3“4 “5iggns T (n*)J
-

pasme

§ 7. Кратни интеграли, зависещи

от параметър

1. Собствени KpaTHH интеграли, зависещи от параметър. Пекс
Х7 (X, X, ...,%,) е точка от ограничената област Q, на п-мерното

евклидово прпстранствп E” а y=(¥1, Лачее е. У) € точка OT огра-

ничената област D, на т-мернота npoctpaucteo ЕА”. Да означим с

Q<X D, декартавото произнедение на областите Q, и D,, което ¢

подмножестно 8 (п-т)-мерното евклидово пространство Елт”,

състояща се OT точки 2-(2), Ζαν .. 2ая) такива, че точката

(21., 29,...,2,) прннзддежп на , а точката (2а а Znsde «е еа Ζη: πὶ

припадлежн на О (често се пише: z=(x, у)).

* Вж. напрямер § 5, ra, 9 or книгата «Основмъ математического авалаиза,
часть 2з на B. A. Нлпп н Е. Г. Позняк,
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записква πὸ следния назин: 2-(х, ν)] ὥς )(Б„.

Затворената обвивка на областта 9, ще означаваме със сим-

вола @, а затворената обвивка на D,, — c .. Лесно се вижда,

че затворената обвивка на , х D, съвпада ¢ ς Χ Ὦ.

Пека функинята f(r, у) с дефинирана в О <D, при това за

всяко ¥, от D, Функинята f(x, y,) е интегрусма по х B областта
Q.. Тогава функиията

(7.9)

и

ἷ Фактът, че точката г принадлежи на 2.» D,, обикновено се

дефинирана в D, се нврпча интеграл, зависещ от пара-

метър V(35 Узане аvl Τ е от т числови параметрн.

Точно така, както н в ἓ 2, се доказват теоремите:

| Teopema 7.15 (3a пепрекъснатост на интеграл по параметър).

Нека функцията f(x, у) ¢ непрекъсната кати функция ца Ν Ἐ ὶ

премендиви o ебластта Q< D, Тогага интегралът (7.9) ¢ нспре-

късната фяункцияч по пагаметъЪра ¥ в obaacmma D,

| Теорема 7.16 (за интегриране на интеграл по параметър).

Ἱι Нека финкцията f(x, W) ¢ неплекъсната като функция на п-Ет

праменаицеи в сбластта QD Тегина функцията (7.9) може да

се интегрига по пигаметтъра, M. ι вярно е павенестаота

! (ν) ду ак f Л(х. у) ду.
2. Dp

Теорема 7.17 (за диференцирусмост на интеграл по параме-

тър). Нека функцията f(x, у) и нейната частяа плоизвойна--
9/
д]»“д

са непрекъснати в бластта Ὡ κ Ὦ,,.. Тогава интегралът (7.9)

5 uma в вбластта Dy,

al (у

д)*д '

непрекъсната настна ПРШ!ЗЕШС)НЕ!

при тгсева -д;;;-.*) j 2/ μ’ #) gy

2. Несобствени кратни нинтеграли, зависещи ot параметър. Ше

разгледаме за простота случая, когата 9 -ФР.-- . Нека функиията

Дх. у) също така има спешнален вяд: f(x, ν)-- Π (¥, у) 2(х), където

Е (х. у) с кепрекъсната при хеу 8 Dx D, а функцията g(x) e огра-

ничена B D, 0(х); =

(7.10)

M. Да разгледаме HHTErpana

V=) Ее ) 40 ах,
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Ἠ

където подинтегралната функиия може 13 има особеност само 38
х--у. По такъв начин особеностите на подинтегралната функиия
зависят от параметъра.

Ще дефинираме понятието равномерна сходимост на интеграла
(7.10) в точка. Да означим с O(v,, 5) т-мерното кълбо с раднус

Π δ и ¢ център точката уа.

Определение. Интегралът (7.10) се нарича равномерно
сходящ по параметъра у в точката у Е ФР, ако 33 всяко

εΌ може да се намери 5>0 такава, че O(y,, ) -  ̓ и за всяка
кубируема област Сс О(у 3) и за всички ¥ €O (Y, 5) е изпълнено
неразенетвото

fflfr-‘(x.y)g(x)dx <.

Teopema 7.18. Ако интегралът (7.10) ¢ рааномерно сходящ no
уе точката у,ЕЙ, mo той ¢ непрекъснат в тази точка.

Доказателства, Трябва да докажем, че за BCAKO >0 съ-
ществува 57>0 такова, че за |y —yo| (V. у,)< 5 е изпълнено не-
равенството | У (¥)—V (у,) | < е. От равномериата сходимост на ии-
теграла в точката Y, следва съществувансто на число #,7>0 такова,
че O(¥o, 2)CD к при УЕО(у, 3)) е изпълнено HEPABEHCTBOTO

Lf Е (х, у) Е (х) х Ι -':.’-ξ--
О Су al)

Нека

и:0)- Л Е у)е(9ах,
. 5)

ν.)- | Е(х, у)е .
ο δἰ) :

където О(уъ 51)-- DN\ O(¥y, 51) е допълнението на кълбото О(у 5
до абластта D.

"lЩе отбележим,| че за x¢O'(y,, &) yeo(ym—) функциятаi}

Е(х, у) е pasHOMepHO непрекъсната като функция н на двата аргу-

мента, Затова съществува положителио число #< 3.; TAKOBa, че

32 2(у, Vo)<<Z ще бъде изпълнено неравенството
-
<

-

къдета M е константата, ограничаваща g(x) в D, и 101 e обемът
на областта . Тъй като при p(y, ¥,)<8 ще бъде изпълнено не-
равенствато

ра

R

ж. —

TR ς
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НЕ

Vi =Va0) =M { Е ме)-Р(к, У)) ах<-
0:(30-51)

Vi< ; . ) Ξ "

) - Θ = Vi) Ἐ μ ) |+ УУ) ῳ )1τ ε.

Теоремата е доказана.

Ще посочим достатъчно условие 33 PAUHOMEPHA сходимост 1A

интеграла (7.10) по параметъра във всяка точка Vo Е D.
Теорема 7.19. Hexa функцията Е(х,у) е непрекъсната 8

DxD пои x-:y, а g(x) ¢ ограничена в D. Да предположим, че съ-
щестауват константаи А, 0<3А<ти C>0 такива, че за всички

ХЕР и УЕЙ е изпълнено неравенствато

F(x, У1<С |х-у|””.
Тогава unmeepaswm (7.10) е равномерно сходящ по у във асяка точка

Yo Ε .
Доказатедлство. Ще докажем, че за всяка точка Уу ОТ

областта D и всяко число >0 съществува 87>0 такова, че 38

всяка кубнруема област бс O(yo, 8) и всички у € O(y,, 6) е изпъл-
нено неравенството

l Ге ) e ax [<s.
с

Отчитайки оценката за Е(х,у) и ограничеността ua g(x), noay-

чаваме

Ε i fF(x. M glx)dx Ъ:ЕМ,„ J |х-у [T dx.
G а

Да фиксиргаме точка у «Е Ο9 5). Ot условнето бс O(y,, 5) следва
че СсО(у, 28). Затова

: J Е(х, у) g(x)dx ig;ul J τ ах.
G O(y, 23)

Интегралът в дясиата част може да се пресметне B л:-мериите

сферически координатни. Имаме

| 22 . M, 2TM g А

[y 80 ) ἀχ =M, | еее τ T < Mg
G υ
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N Н ее
е

достатъчно малко 5 величината Ι f F(x, у) g(x)dx ᾗ
G

може да се направи по-малка ΟἹ <. Теоремата е доказана.
резултати към теорията на

Пример. Да приложим получените

така наречените нютонави потецки али. Нека в иякоя точка

Адх, у, 2) е поместена маса M. Нека маса m, помест
ена в точка |

Αὐχι, Уу 21), DO закоца 38 всемириото привличане дейст
вува cHaa

Ясно e, че 38

S не
чннщ P “ " и . - .. Н

— тт ΒΝ

Ε----Ὁὐ д„“ r,
s

- R

където R —p(Aq, 4;), т е грапвнтациониа константа н г--- € еди-
e

ничен вектор, имащ eano им също паправление с пектора Αυῆι.
Нека у- , m=1. Тогава

A (OKOMIOQHEHTID
та My 1

m 
в

хе е (ὐτα), Уе ие) Ζ τ =R 73)

Очевидно потенинкалът 8 сгилата ца привличане, определен като

скалариа фувкция (/ такава, че F=grad U, е равен на 
ἓ

Ν
o

Γ ае

Ако масата с съсредоточена пе в точката Aglx, ¥, 2), а е раз-

пределена п областта р ς полътност (X, ¥, 2), TO за потенинала

и 33 компонецтите иафдсилата ще пол
учим

р

Х- J{J.é*‘—(f-%, 2) (x,—x)dxdy dz,

;—f;[f !*"_{i'_%;z) (»,--) χ dy dz,

| 2„--[:[! E{_’:'_R_;_"_) (2,—2)dx dy г

Инптегралите 38 X, У и # ca частните” производни на пот
ен-



КРАТНИ ИНТЕГРАЛИ 305а ΕἸ | А еее
диала U. Подинтегралните изрази 38 всички интеграля може да

се опенят чрез CRTM*, където A=1 за иитеграла, определящ потен-

лниала U, н A=2 за интегралияте, определящи компонеятите на CH-

| зата. Тъй като А«<3, τὸ от тсорема 7.19 следва равномерната схо-

ъ димост на тези интеграли по параметъра във всЯка точка

Ау Уу Ζι).
} Следователно по теорема 7.18 те са непрекъсиати Фувкции на

тачката Ацх, Уъ 21).

270 мМатеметиячески снълаз, 1 част



8. Редове на Фурие

Изучаваното н тази глава разлагане на фуинкция в ред па
Фурис е обобщение и развитние на идента за разлагане πὰ всктор
по базис.

Ὅτ линсйната алгебра е известно, че ако Β крайпомерно
линейно пространство изберем някакън базис, то всеки вектор ог
това пространство може да бъде разложен по базига, т. е. ду се
представи като линейна комбинация на базисиете вектори. (Съ-
ществено по-сложни са въпрасите за избор na балие и разлагане

па базиса и случай на безкрайномерно пространство. В тази
глава тези въпроси се изучават за случая WA така пнаречените ен-

клидови безкрайномернии прастранетаа н за базиси от спешизлен
тип (така наречените ортонормирани базиси),

Особено подрабно се изучава базисът в пространството от
всички частично непрекъснати върху даден затворен иптервал

функпин, образуван от така наречената тригонометричиа CHE тема.

§ |. Ортонормирани системи

и общи редове на Фурие

1. Ортонормирани системи. Ще разглеждаме произволно еяклидово
пространстно.

Ще принпомиим, че линейното пространство R се нарича еп-
клидово, ако е зададено правило, чрез ΚΟΘΊΟ на щсеки два еле-

мента Ги # OT пространството R се съпоставя число, наричана ска-
ларно произведение на тези елементи, KOCTO означаваме със

символа (Е g).

При това скаларното произведение удовлетворява следиите че-
тири аксноми:

1° ¢ Е)-(#, Б (симетричност);
2. (f+g, hy=(f, h)+(g, h);
3% (A, g)=A(f, #) 38 BCAKO реално ἃ;

e ев s
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4% (6, )2>0. ако Г е ненулев елемент,
(f. D=0, ако Е е нулевият елемент.

Свойства 20 и 30 означават, че скаларното произведенвие с лн-нейна функиня на първия си аргуменг.
Ще прицомним още, че линейното (и в частиост евкли

|

довото)
пространство

елемеянти.

пространство с

гпространство се нарича безкрайномерно, ако в това
съшществуват произволно много линейно независими

Ще дадем класнически пример на евпклидавобезкрайна размернаст.
Ще припомним, че фупкинята Джх) «е

5
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Г

парича частично пепре-късната в сегмента [a, &, ако тя е неп
мента . изклюзение може бя на ἘΠῚ
KOItTO тя има прекъсване от Г род”,

рехкъсната навсяктъле исег.

] 38 линейното пространетно 0T исички частично пепрекъснати

!

1

н брой тачки, вън всяка ΟΤ

върху сегмента (и, 0) функини е естсствено да въведем скаларнопроизведение на функцинте fx) и #(х) чрез равенството

Е (8.1) . g)= | fix)g) de.

- Тривналио се процерява, че при такова определение на ска-{ ларцото проинзведение са изпълнени първите три аке номи: 19, (f, и) --

|
!

@2 ({ τ σι - { ) ςφ h); 39 (., а) 7А(Л а) за всико реалнао A,Обаче за да се окаже, чес справедлиав
/. Л 50 и е равно на нула тогава и гамо тогава, когато f ¢ ну-левинт елемент), се налага да приемем допълнително уговорката,че стойността на частично непрекъснатата
нейна TOYKa на прекъсване х, да е равна
вата и дясната й граница в тази точка-“

а н четвъртата аксиома

функция ЛДх) във всяка
на полусумата от ля-

Я(х;:+0) +/(х, 0)

Да се убедим, че ако във нсяка точ
изпълнено условнето (8.2), 10 за скал
в сила аксеснома 49

ка Ha прекъсване х, е

арното произведение (8,1) е

А

Нанстина първо винаги А f / (к):-0. Освен тонва 12 отбе-
а

пежим. че понеже f(x) е частично непректъсната в [u, b], TO ver-ментът [a, b] се представя като обединение на краен брой сегменти[xi-1, Х, ΒΈΒ всеки от конто функицията Дх) е непрекъсната, приУсловие че 38 стойност на Дх) в краищата на съответния сегмент

р

ἷ “ T.e. във всяка точка вапрекъсвапе х, па функицията f(x) същестаунваткрайна лява и дясна граница.
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[xi—1, ХД се зземат Дх; - 0) и Дху--0) съответно. От равенството
я

f fix)dx=0 caeasa, че за всеки сегмент [Yi—j, X;[ е изпълнено
а

.

равенетвото f [A(x)dx—0.

Ха

От последиото PABEHCTEO н от пепрекъснатостта ma f(v) в сег-

мента |хол, « следва, че f(x)==0 в (хач, χ. В vacTuocy Дхеа-+ 0)

и f(x;—0) ca равни 8 нула. Поцеже тези разсъждения са верни

38 всеки сегмент [vi—y, х,|, T.e3a всяко Ге |, 2, ..., 1, то лявата

и дясната грапица във всяка точка X, са равни на нула, а оттук

и от равейството (8.2) следва, че и самата стойност Лх,) във всяка

точка X, € pasua Ha uyaa. M така d])ym-:mm"'ra f(x) се равпа на нулз

във всички точки Ha сегмента |а, b|, т.е. с нулевнят елемент на

линейното пространство от ΒΟΉΜΚΗ частично непрекъснати в сег-

мента |а, #) функиии.
По такъв начин даказахме, че NPOCTPAHCTBUTO от всички час-

тично непрекъснати фупкцин в сегмента (а, ] с условние (8.2) във
всяка точка на прекъсване и със скаларио произведение, опреде-

леко чрез съотношението (8,1), е евклидово пространство.

Това севклидово пространство по-пататък ще обозначаваме съ

символа K,.

Ще припоминм сега две общи снвойства на произволно евкли-

дово пространство, KOWTO естествено ще притежава и простран-

ството R,.
1. Във BCAKO езклидово пространство за произволни елементи

Ен йе изпълнено нераненството

(8.3) (f, , Ἐ, 1) . (#, #),
наричано неравенство на Коши-Буяяковеки”.

2. Във всяко евклидоно пространство за произнодлен елемент

f от тона пространство можем да въвсдем понятието порма на този

елемент, определяйки я ката чиело, означавано със символа Π

и определецо с равенствато

(8.4) П1 [,ῆ
така, че са изпълнени следните три свойства!

* Що отбележим, че 33 доказателстното μὰ неравепството (8.3) нследетвие

па акснома 4° WA скалЛарпото произведение за пронзвълна реално ἃ е изпълд
нено неравенството (A, f—g, А. --#)::0, коего oT аксиомите 1“—4° ¢ еквива-

лентно на неряпенството A%, (f, ἢ τοῦλο, ( @)+(g. g)=0. Необходимо и доста-

тъчно условие 38 неотрицателност пна квадратния тричлен, стоящ в лявата част

на паследното HEPaneHCTRO, е неговата AHCKPHMHIANTA дяа е неположителна, т. е.

керавекството (f, #)“- (f, П. (¢, а) <:0, което с еквивалентна на неравенството (8.3).
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1%. [ Е |=0, като ЕН =0 само когато # е нулевият слемент;: |

2° | АТ не| А . | Е || 38 всеки елемент f и всяко реално А;

3°. за всеки два елемента Е н g e в сила неравенството

(8.5) It+-gl=]ti+ gl

- Hapi4aio неравенство на триъгълцика,

Нанстина верността на свойство 15 веднага следва ot (8.4) w
аксиома 49 на скаларното произведение.

За да обосновем свойството 2?, ще отбележим, че ot (8.4) н

аксномите на скаларното произведение HMaMe

.....

l Hakpas Bepnoctra на свойство 3° следва от (8.4), аксномите
ἔ на скаларното произведение н неравенството на Коши- Буня-

козски (8.3). Нанстнина

| ПЕ [ —\E+g НЕ) А( 1)+ 20, ©)+(8)5

| SV ΠῈ 2 . {{|}0 ( 8+ @) =VIVID+V(g, 4)
| - Е D+vig ) ΞΙ Π ΈΤ Ε Π:

-

В частност във въведецото по-горсе езвклидово пространство R,

v 0T всички частично непрекъснати 8 сегмента [a, 6) функцин нор-

§l мата (8.4) 33 произволен елемент / ссе определя с равенството

р (8.6) Τ ‘\/f Г(х)ах,
ii а неравенствата Ha Коши--Буняковски (8.3) и на триъгълиика
l (8.5) добиват следния вид:

А » b

]ι (8.7) {{κ. gt [ /дах . Г φ ,

а

ῆ (8.8) \/ f [F(x)+g(x))*de== ’/‘! j Γ(Ὶ d.; -V/ jr_gg(:l:) dx.

| . Ще въведем cera за произволно безкрайномерно свклидава
| пространство A понятията ортогонални елементи и ар-

тонормирана спетеча от елементи.

Определенне 1. Елсментите Г н g ΟἹ свклнидавото пространство
се наричат ортогоналяни, ако скаларното произведение (Е, #)

ἰ на тези елсменти е DaBHO на нула, |

Нека да разгледаме в произволнотп белкпайномерио евк лидово

j npocTpancTso R една редица oT елементи

|
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(8.9) ПА ИЕ И

Определение 2. Редицата (8.9) се нарича ортонормирана
система, ако всеки два слемента OT тази редниа са ортогонални

Η зсеки елемент има порма, равна на единица.

Класичес ки пример за ортопормирана система в пространстнато
Ἀφ OT всички частично непрекъснати D затворения интервал |(а, #)

функции е тригонометричната система

(8.10) Ϊ | Cos х qm_x.”_'cnsf:xl sin πα

V2= Jr: ΠΕῚ мя Vr

Читателяг лесно ще провери, че функциите (8.10) ca ase πὸ

две щ:гтогоналнп (относна скаларното произведение (8.1) ΠΡῊ а = --
и b—m) и че нормата на всяка от тези функини (определена с με-

венството (8.6) при ἃ Ξὸ -τ-π и й-т) е равна на единица.

В математиката н в нейните приложения често се срещат раз-

лични ортонормирани (B съответните множества) системи от функ-

TLHIL.

Ще дадем иняколко прямера на TAKHBA CHCTEMH.

19, Полиномите, определенци с равенството

(o.11) Рк)е AT (0, 1, 2,...),

е приета да се наричат полиноми на Лежандър.
Не е трудна да ce убедим, че образуваните с помощта на по-

линомите (8.11) фун кини

фа кн .

а еще че —— е

W, () — \/ ὅπεῖ р) (n=0,1,2,...)

образуват opronopmupana (B сегмента [(—1, + ) система от фупк-

цин.

Полиномите, ппрщшшнн с равепствата Т.(х)-1, Т.(х)-

—2‘**‘:::15(:1 arccosx) при 21, 2,0, ., «е наричат полиноми HA

Чебишев, НИзмежду неички DOMIHOMH OT п-та степен ¢ ΚΟΟΦΗ-

иневт пред х”, равен на едипица, полиномът на Чебишев T,(v) uma
най-малък MAKCHMYM па модула на cermenra -1:7х:51. Може да

сиядокаже, че получените с помощта 1A NOJHHOMHTE на Чебишев

функции

H—0.5

W)= -((--, „(тъ-Щ (л

образуват ортопормирана (s сегмента | -1, < |) система.

3% В Teopusra na вероятиостите често се използува така на-

речената сиестема на Pagemaxep®

-1,2,...)

* Panemaxep -- немекн математик (рол. 1832 г.).
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W) =%(2".%) (л-0,1,2,...),
където {t)=sga{sin2.=.1).

Лесно се nposepnpa, че тази система € OPTOHOPMHPANA в сег-
мента ξ х Τ,

4° В релица изслелвания намира приложение така наречената
” енстема на Хаар“, коята е артонормирана в сегмента 0-: х Г.

Елементите на тази система ! (х) се определят за всяко n=0,1, 2,...

# 38 всички £, приемащи стойности 1,2,4,...,2". Те имат вида
Ν 2k —2 21-- Ἱн3 R2 при = ἢ « ΤΝ

к 2% — | %я - e -Ш1 - πρῃ = <X sl

0 в останалите точки от |0, Н.

Besika функция на Хзар е стъпалце от същия вид, както функцията

V2" . Ξβπα в сегмента |-2-(0, 2 ΠΗ За всяко фиксирано чиесло
п при увеличаване стойността на A това стъпалце се придвижва
надясно. Нансякъде извън съответното стъпллие нвсика фупкция
на Xaap е тъждествено равна на нула.

2. Понятне за общ ред на Фурие. Нека в произволното безкрай-
"HOMEPHO евклидово пространство R е зададена ортонормираната

: система от елементи (U1

Определенне 1. Ред на Фурие на елемента Е от R по ортонор-
мираната система (W) ще наричаме реда

: (8.12) Σ κ А
#|

където с f, са обозначени числата, наричани коефициеинти Η
Фурие на елеманта Г и определени чрез равенствата

ἐ τ , ) kR—1,2,...

Естествено e да наречем крайната cyma

(8.13) УИА
il

n-Ta частична cyMa Ha реда Ha Фурне (8.12).

Да разгледаме наред с л-тата частична cyma (8.13) произволна
линейна комбинация на първите п елемента OT ортонормираната
система {W,): |

“ Xaap — немски MmaTemarmy (1885—1933).



312 РЕДОВЕ НА ФУРИЕ
-— Τ 
Τ

(8.14) Σ ο ,
k=1

където €1, €3,..., С са HAKAKBH KOHCTANTH.
Ще изясним по какво се отличава л-тата частична сума на

реда на Фурие (8.13) от венчки други суми (8.14).
Нека се договорим да наричаме израза - ῆ | отклонение

Г оТ g (относно пормата в даденото евклидово пространстнво).
Справедлива е следиата основна теорсема,
Теорема 8.1. Пай-малко отклонение на елемента Е o1 всевъз.

можните суми от вида (8.14) относно нормата на даденото евЕли-
дово пространство има лп-тата частичпа сума (8.13) на реда на Фу-
pHe пна слемента #.

Доказателство, Отчитайки ортонормираността на си-
стемата Π и използувайки аксиомите на скаларнота произведс.
пие, може да запишем

я я я

А) А | e}

” 
н

=2 ὐ τ У е( W)+ (1, B
b ] ἡπαῖ

“ n я “

=2 =2 3 аА) Не еаА -3 ДННКл | ΠΤῚ ΓΤ Ке

Н така

(8.15) 12 аНе ( У .
k= k=1 Пе

В лязата част на (8.15) стои квадратът OT отклоненнието на
сумата (5.14) от елемента # (относио нормата на даденото евьли-
дало пространство). От нида на дясната част на (8.15) следва, че
указаният квадрагт на отклонението е най-малък при cp=f, (тъй
като тогава първата сума н дясната част на (8.15) става равна 118
пула, а остапалите събнраеми в дясната част ΒῈ (8.15) не зави-
сят от с,), Теоремата е доказаца.

Следстане 1, За произволен слемент } от aaacro евклидогт
пространстоо, за всяка ортонормирана система 1, за всеки n:-
бор на коистантите ¢y н за веяко л с изпълиена перазенстлото

а

(8.16) Ре Я 15 ο
k=l 1b=

-
-

-

ф
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Неравенството (8.16) ¢ директно следставне OT стъждеството,
48.15).

Следствне 2. За произволен елемент | от дадено евклидово.
мтпространство, всяка ортонормирана система ПЕ) и всяко натуралино.
число /T е в сила равенството.

(8.17) DA A R
“ =1 k=]

често наричано равенство на Бесел”.

За доказатедството на равенството
ложим в (8.15) с.-Д.

Теорема 8.2, За нсеки елсмент f от дадено евклидонво прост-
ранство и всяка ортонормирана снстема ПЕ) e изпълнено следнота
неравенство:

(8.18) Σ 21И

. нарнчано иеравенство на Бесел.l Доказатедство, ΟἹ неотрицателността на лявата част на,(8.17) следва, че за всяко п
|

(8.17) е достатъчно да no-

ΠῈ Ὴ S ΞΙ.

1

ч

; Но това означана, че редът с
J | вата страна на (8.18), има ограничена редица от частични
1 .

ц

' Теоремата е доказана.

| (τόβῃ ред е прието да се нарие

“муУлите

Е ча|

НШУТРНЦВТЕЛНН членове, ΦΤΟΗΜΙ н AR-
_ 

ч CYMH нзатова е сходящ. След граничен преход при п.--.. (вж.тепрема 3.13OT част 1) в церавенствота (5.19) се получава nepagencrsoro (8.18),

За пример нека да разгледаме пространестното R, от всичкижчастиячина пепрекланати я сегчента TEIXET функцик T н това про-странетва реда ка Фурие πὸ тригочлометричната сиетема (8.10)
а тригонометричен ред naФурие). За произволиа частично иепрекъсната в сегмента {-|πὶ пфункция Дх) указаният ред на Фурие e от вила

I π - COSRX ЕЕ Е Т(8.20) ἶῃ'ἶ“τ“Σ ἱ,ΐ},- τ Р Ξ  ́}ιΕἸ τ р у ч4

' KBICTO коефициентите на Фурие Ли Д се определит чрез фор-

“ Ф. Бесел--нечски астроном и маетематик (1784 1846).
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fo=
π

1
ἘΞ f Ду χ.

4

}‘;____] ff(:r) cos( #х) ах, ᾖ-ἑ: ff(:z:) sin(kx)dx (k—1,2,...).
'
“

Нерапненството на Бесел 38 всяка частично непрекъсната в сегмента

|--я, 5) функция f(x) придобива вида

(8.21) fot 2 (А +Л) [ ) ν.
К1 ΒΩ͂Ν

Отклонението на f(x) or х) по норма в този случай ес равно

на така нареченото средно квадратично отклонение:

(8.22) " g =y Г [ ааа)е ах.

Ше отбележим, че в теоринта HA тригонаметричните редоне на

Фурие е приета по традиция друга форма на запис както на ca-
ΜΗῊ ред на Фурие (8.20), така и на неравенството на Басел (8.21).
А имецно тригонометричнияТ ред ua Фурие (8.20) обикновено се

записва във вида

К

(5.207) -ζ” -ξ-Σ (а, cos kx+b, sin kx),
& -1

където

L[

- Ν
(8.23) awf;,‘f; =L Г Дх)сов(ех)ах,

-

Ξ :
b, _.--;-;_-*:— + Г f(x) sin(kx) dx

νπ S

(k=1,2,...).

При таказа форма na запис неравенсетвото Ha Бесел 8.21 при-
добива вида
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п З У аъ [ Fde

Забележка. Or неравенетвото на Бгсел (8.21) следва, че

гае - всяка частично непрекъсната в затвореция нвитернвал [—=, π|

f(¥) коефициентите @, я b, наричани тригономет-

Г нИ косфициенти ga Фурне, на функцията Дх) клонят

i “ нула при n—cc (поради необходимото условне 38 сходимост

на реда от лявата страна на (8.21)).

Ν 2. Затворени

и пълни ортонормирани системи

Както н в предишния параграф. ще разглеждаме пронл4волна ор-
тонормирана система ПГ) в nskoe безкрайномерно евклидово про-

странство R.

Определение 1. Ортонормираната cucrema (W} се карича за-

творена, ако за ΒΟΘΚῊ елсмент # от даденото евклидово про-

CTPAHCTHO R и 38 вснко положително : може да се намери такава
линейна комбинация (5.14) or краен брой елементи на {W,), че от-

клоненнето й от # (огносно пормата на пространсгиото R) да е πὸ-

малко от ς.

С други думи, системата {W,} се нарича затворена, ако ΠΡΟΗ3-

волен даелемент Г от даденото саклидово пространство Ж може да

се приближи с произволна точногт ¢ линейца комбинация от краен

брой елементи or Ч”) относно нормата на TOSA прогтранетво,

Забележка |, Тук не разглеждаме въпроса 33 съществуване

на затворени оргтонормирани системи B пронзволна евклидоцо про-

странство. Ще отбележим, че в трета част ще бъде изучен едаян

важен клас евклидови пространства - така нареченнте хнлбер-

тови пространства и ще бъде установено съществуването ΒΈΒ

всяко такоца пространство на затнорени ортонормирани спетемя.

Теорема 8.3. Ако oprouopuupadara сисгма .) е затворена,

то 33 всеки елемент [ OT разглежданого евклидово пространетво

ι перавенството ua Бесел се превръща в точно разенсетво:

(8.24) Σ

наричано равенство Η ПврссвалΓῚ

* M. Парсевал — бфренски математик, умряд през 1836 г.
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Доказателство. Да фиксираме произволен елемент Е от

разглежданото евклидово пространство и произволно положнтелно

чиело . Тъй като системата (Т) е затворена, то съществува есте-

CTBEHO число π и числа &, φ ..., , такива, че квадратът на нор-

мата, стояща в дясната част на (8.16), e по-малък от . Поради

(8.16) това озниачава, че 38 произволното εΣ Ό ще се намери естествецо

чиесло п, 38 коета

я

(8.25) "Π|’Ὸ Σ fi<s.
k=]

За ΒΟΠΉΒΗ естествени числа, по-големи OT 1, неравенството (8.25) ше
бъде също изпълнено, тъй като пря растенето на п сумата, стояща

в лякната страна Η (8.25), маже само да расте.

И така доказахме, че за произволно ¢ >0 съществува естествено

число п, започнвайки от което е изпълнено неравенството (8.25).
“2

Съвместно ¢ неравенстовото (8.19) тона означава, че редът *21 Ле
=

сходящ към сумата {{||.3, Tcopemara e доказана,

Теорема 8.4. Ако ортонормираната система {W.) е sarsopena,

TO 33 пронзволен елемент # редът на Фурие на TOAW елемент е схо-

дящ към него OTHOCHO евклидовата норма, т.с,

п

(8.26) lim Σ f W, —1]}—0.
ечиЗ kfll

Доказателство, TOLPACKUCTO па тази TCOPEMA HENOCPEACT-
вепо следва or равенството (8.17) и or предишината теорема.

Забележка 2. В пространството OT всички частично непре-

къснати в сегмента | х, х) фупкцин еходимостта OTHOCHO нормата

(8.26) преминава н средиоквадратичиа сходимост Π този CErMent

(вж. п.3. §4, гл. 2). По такън начин, ако докажем затнореността

на тригопометричната система (8.10), то твърденнието на теорема 8.4

ще означава, че за всяка частично непрекъсната я сегмента | w, πὶ

функиия f(x) тригонаметричният ред на Фуряе pa тази функиия с

сходищ към квсея B указания сегмент OTHOCHO средноквадратичното

разстолине,

Определенне 2. Ортонормираната система () се наричапълнае,

ако освен пцулевия елемент не съществува друг слемент от даде-

ната еяклидона пространстно, κοῆτο да с ортогоналец на всички

елементи T, ат системага {W,}.
С други думи, системата ПЕ,) се парича пълна, ако нсеки еле-

мент f, който с ортогонален на всички селсменти W, or системата

ПГ,), с нулевият слемент.
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Teopema 8.5. Всяка затворена артонормирана CHCTEMA е пълна

система.

Доказате actso. Пека системата .} е затворена и нека

f да е елемент от даденото евклидово пространство, който е орто-

гонален цна всички елементи U, ot системата Π }

Тогана всички коефициенти на Pypue /, на слемента { па си-

стемата (Ф,) са ргвни на нкула it следователно поради равенството

на Парсевал (8.24) и |Е|-0. Последното равенство (по силата на

свойство 9 на пормата) означава, че Ге нулевият елемент. Teo-

ремата e доказана.

Забележ ка 3. Показахме, че в произволпо евклидово про-

странство ΟἹ затвореността на ортонормирацата сенстема следва

нейната пълнота. Ще отбележим без доказателство, че в произ-

волно свклидозо пространство от пълнотата на ортонормирацата

система в общия случай не следва затвареността на тази система,

В третата част ще бъде деказано, че 33 един важен клас еикли-

дови пространства -- така наречените хилбертови пространства —

пълнотата на ортонормираната система с екеивалентна на нейната
затвореност.

Теорема 8.6. За вснка пълна (It още повече за всяка затворена)

ортонормирана система (W} два различин елемента Ги # от едно

свклидаво пространство не могат да имат еднакви редове на Фурие.

Доказателстно, Ако комрицнецтите на Фурие на ΟΠΌΜΘΗ-

тите |t g с” ападат, то всички коефициенти ца Фурие на разли-

ката (f—g) ca равин на нула. Т.е. разликата (I- -g) e ортогонална

na всички eaesenti W, or пълната система {W,}. Ho това означзва,

че разликата (f—g) ¢ нулевчиг елемент, г.е. Г съвпада ¢ g. Teo-

ремата е доказана.

С ToBa завършваме разглеждането на общите редове My Фурие

по произволни ортонармирани CHCTEMH н пронзволно евклидово

пространство R.

Hawara следваща цел ще бъде по-детайлното изучаване реда

на Фурие по тригонометричната система (8.10).

|

!

Γ ЗАТВОРЕНОСТ HA ТРНГПНОМЕТРНЧНЛТЛЗ].7

|
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!
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5 3. Затвореност

на ТРИГОНОМЕТРИЧНЗТЗ система

и следствия от нея

1. Равномерно приближаване Η непрекъсната функция с трнЕп-
нометрични полиноми. В тозя параграф ще установим затворе-

ността (а следователно и пълнотата) на тригонометричната система!"......
Π 1]e,
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(8.10) B MPOCTPAHCTEOTO OT BCHYKH частично нспрекъснати B сег-
мента [—w, п)| функции. Ho преди да пристъпим към доказателст-
BOTO на затвореността на тригонометричната система, ще устано-

вим важната теорема за равномерното приближаване на непрекъгс-

ната функция с така наречените тригонометрични полиноми.
Тригонометричен полином ще нарнчаме произволна

линейна комбянация на крайно число елементи от тригонометрич -

ната снстема (8.10), т. е. нзраз от вида

п

Та:)- Ω D, (6, 205 kx4, 5 kx),
ая

e

KBIETO п е произволно естестнвено, а су & Ἡ с) (k=1,2, ..., п) ca

произволни реални зисла,

Ще отбележим две елементарни твърдения:
190 Ако P(x) с иякакъв алгебричен полином, τὸ Р (со5х) н

Р ( х) са тригонометричия полицоми.
2. Ако T(x) е тригонометричен полином, τῷ всеки 0T изра-

зите (Па).5тА)| н (7(х).51т2х| също ¢ тригонометричен полинком.
И двете теърления следват ΟἹ факта, че произведението на

Aue (а следователно н на произволен KPaen брой) тригонометрични

функпиин“ на аргумента х се представя като крайна липейна ком-
бинация от тригопометрични функции с аргумент ot типа kv (γὅο-
дете се в товпа).

В леорията на тригопометричниите редове на Фурие важна
роле Hrpae попятнето периодич па функция,

Функцията /(х) се нарича перниодич на функция с период
T, ако: 1) f(x) е определена за всички реални χἹ 2) за BCAKO реално
х е изпълнено PARENCTBOTO

7 Т)-Дх).

Това равенство обикновено есе парича условие 38 перно-
дичност. Към разглеждане на периодични функини ни довежда

H3VHABANETO на различни колебателни пронпеси.

Ще отбележим, че елементите от тригонометричната система
(8.10) ca периодични функции с пернод Зх.

Теорема 8.7 (теорема на Вайерщрас). Ако функцията f(x) е

непрекъсната в cermenta [- π, =] й удовлетворява условието

f(—==)=/(r), 10 фуикцията /(х) може равномерно да се приближи
с тригонометрични полиноми Β |—w, я|, T.C. 32 тази функция f(x)

и 38 всяко положително число ке съществува тригонометричен по-

“ Под тригонометрични функиии B дадения случай се разбира функцнинте
синус й KOCHHYC. :
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дином Т() такъв, че 38 DCHKO х OT CerMerTa [—w, ©] е изпълкнеко

неравецството

(8.27) ( =T Ὸ } «Ξ.

Доказателество. 3z улобстго ще разделим доказателетвото

на две засти. .

| 19, Отначало допълнително ще предположим, че функиията

#() с четна, т. е. за всико х от сегменга |--п, π| удовлетворява
veaositeto ἐ{ α)- f(x).

Поради теорсемата @ нспрекъснатост на съставна функиия

(вж. ч. [, гл. 4. 8 1) функилята Е(1)-/(агсево51) е непрекъсната

функция като функиня 18 аргумента ἐ в ссегмента ἐ Ὶ : , To-
гава поради тсоремата на Bafepwpac 3а алгебрични полиноми (вж.

тесорема 2.18 от глана 2) за всяко :7>0 съществува алгебричен по-

лином Р(1) такъв, че f(arccos{) Р(8| < : за венчки # от сегмента

- 503 Τ

Полагайки { —co3x, получаваме, че

[ (B.28) { (α}-- Р (саз х) | < :

Ε- "

33 ΕΟΉΜΚΗ х от сегмента Оъе πὶ

Тъй като avere функции Дх) и P(cosy) са четни, то неравен-

ството (8.28) е изпълкнено Ἡ 18 веички X ΟἹ сегмента т2 0,

По такъв начин несравенстното (8.28) е изпълнено 22 псички х от

сегмента с похоспо и понеже (по силата на отбелизаното по-горе

твърдение 19) Р (cosy) е тригонометричен полинам, та за четиа

функиия f(x) теоремата е доказана.

Да отбележим cera, че една функция flx), удовклетворяваща

Ι „ условията π4 доказнаната теорема, може периодична е пернод 2
| да бъде продължена 13 цялата безкрайна прана τὐς х + οο,

при това така, че продължената функиия ще бъде непрекъсната пъв

l всяка точка х от безкрайната upasa, Axo функцията f(x) e npo-
лължена N0 такън изчин,. TO, понеже Р (созх) е периодична функ-Ι ното (5.28) е ἩΞΠΉΠΗΘΗΟ зърху безкрайната права ---о« « oo,

" 2. Нека cera Дх) e пронзволна функция, която удовлетворява

| условията HA доказаната теарема. Тази (VHKUHA ще продължим

върху пялата безьрайна npasa периодична с период 2: и ще обра-

I 3yBave следнвите две четни ΦΨΉΞΙΓΜΗΗ:

|

l

(8.28) μ - I_(_rH:;f{-x) |
ἴ

Ъ пия с период 2=, получаваме, че за петиа функиия f(x) HepaBencT-

(8.30) Μμο- - Ξ Ξ iy,

По доказаното в пункт [9 33 Βυκὸ =>0 съществуват тригономе-
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трични полиноми Ty(x) и Τι(Χ) такива, че върху цялата безкрайна

права

κ )-- ͵ }} <5+ Δ)Ό Τ} <5

т затова

А(А) и х-- Ty(x) sins | < а

| fa(x) sin х-- Т.х)5тя | < .51. .

Събнраме последиите две неравенства и отчитаме, че модулът от

сумата на две реличини не падминана сумата от TEXHHTE модули.

От равенствата (8.29) и (8.30) получаваме, че на цялата б6ез-

крайна права e изпълнено неравенството

8.31) | f(x) sinty —T(x) | <5

където ¢ Ty(x) е означен тригонометричният полипом

Т.(х)- Ту(х)52х 4 Та(х)5ш .

В проведените от нас разсъждения нместо функцията Дх) може

да вземем функцията ;(х+ -Ξ-]"" Напълно аналогично « (8.31) ще

e

полином Τ (Χ) такъпв, че върху цялата безкрайна права

ε}

получим, че за функцията / (.1:+ ,,) съществува тригонометричен

((8.32) Π (:-:-1- -Ξ-) .5ἰηῆν - Τ )} <5 -

Заменяме в (8.32) x ¢ x— Ξ и въвеждаме тригонометричния полн-

ном Т.(х)-?Т, (х--. ;) Получаваме, че върху ичлата «безкрайна

права е BAPHO неравенството

(8.33) |/) . cos®y— Ty(x)| ζἷἷἴ ,

Накрая събираме перавенствата (8.31) и (8.33) п обозначаваме с
Т(х) трнгонометричния полином Ty(x)-- Т(х). Получаваме, пе върху

пялата безкрайна права с вярно нерапенството (8.27). Теоремата
е даказана.

Забележка, Всяко от условията 1) нцепрекъснатост на [{1]

върху сегмента |--х, 5); 2) равенство на стойностите f(—=%) и {{πῚ

" Тъй като тази функцня удовлетворява същите условия, както й полу-

чената след продължението на функцията f(x).
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са необходими условия 38 равномерното приближение на функ-
цията Дх) с трнгонометриени полнноми в сегмента |--«, π|.

г Теоремата кна Вайерщрас може да се преформулира no след-
ния начин: 38 да може функинята Дх) равномерно върху сегмента

ες {τ-πὶ π| да се приближни ¢ тригонометрични полиноми с произволна
, точност, е необходимо н достатъчно тя да бъде непрекъсната B

сегмента [—=, %] и да удовлетворява условието S(—x)=f(x).
Достатъчност Ta е TOYHO съдържанието ΗΔ Teopema 8.7.
Ще се спрем на доказателството на необходимостта,

Нека съществува редица от тригонометрични полиноми СТ.(х) ξ,
която равномерно в сегмента [—=, т) клони към Ффункцията Дх).
Тъй като всяка от функиинте T.(x) e непрекъсната в сегмента
|--я, =], 70 по следствие 2 o1 леорема 2.7 и функцията Дх) е не-
прекъсната в сегмента |(--х,т)|. За всяко 2>0 съществува поли-

ном T,(x) такъв, че [f(x)—T,(x)| <5 за всико х от сегмента

[—=, я). Следователна

: е)Те <5 1Λπ)-- Т()) < -

Ot послединте две перавенства н OT равенствоато Т.(--к)- Т(л)
; Ззаключаваме, че |f(—w)—f(r)] <«, откъдето /(--х)-- Дя) (тъй KaTO
ἐ в>0 е произволна).

————— ця Π & <

2. Доказателство на затвореността на тригонометричната CHCTEMa,
Опирайки се на теоремата на Вайерщрас, ще докажем следната
основна TeopeMa,

а Теорема 8.8. Тригонометричната система (8.10) e затворена“,
г T.€. 33 всяка частично непрекъсната в сегмента [—m, х) функция
. Л(х) н 38 всяко положително « съществува тригонометричен поли-
, ном Т(х) такъв, че

T (8.34) 1f(x)=T(x) | <

‘I

*]L Hoxasateacrtso. Преди всичко да отбележим, че за про-
Ἐ изволна, частично цепрекъсната в сегмента [--πὶ πἰ Функцня Лх)
- B 58 BCAKO ¢>0 съществува HENPEKBUHATA в този сегмент функция
lF(x), удовлетворяваща YCAOBHETO F(—=x)=F(x) н такава, че

B

|
ι

|

|

;} | f(x)—F(x) | =
* A следователно (teopeMa 8.5) и пълна.

21 Математически zmaaw:, И част

а

L]

: '
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Нанстина достатъчно е да изберем Ффупкцията F(x) да съвпада

с Дх) навсякъде освен в достатъчно малки околности на топките

на прекъсване на функиията f{¥) и па точката х--п, а в указаните

околности да изберсм F(x) линейна функиня така, че Е(х) да е

непрекъската върху целия сегмент [--πὶ п) и да удовлетворява

условнето Е(--1п)- Е(х),
Тъй като частично непрекъснатата функция R срязващата я

лннейна функция са ограничени, избирайки ухазапите околности

в точките на прекъсваце на f(x) н в точката х--т; Достатъчно мал-

ки, ще осигурим изпълнението на перавенството (8.35).

По тсорсмата на Вайерщрас 8.7 за функцията Е(х) съществува

Ттригономестричен ΠΌΠΗΜΟΜ Т(х) такън, че за всички X от сегмента

(--к, #| е изпълнено перавенстваото

(8.36) 109 -1(09 | 5=

Or (8.36) заключзваме, че
oy Ξ Ξ — ммя

(8.37) (“(5- Т( || - f [F(x) = ТО) аха -

От (8.35) и (8.37) и or uepapencTsoTO HA триъгълника 38 HOP-

мата следва pepavencrroro (8.34). Teopemata е доказана,
Забележка |. От тсеоремите 8,8 и 8.5 веднага следва, че

тригонометричната синстема (8.10) е пнълна. Това от своя страна

дава, че системата {\,—E»- sin nx} (n—1,2,...) е пълпа B мпожест-
BOTO OT всички частично непрекъснати в сегмента [0, π| (или съот-
ветно в сегмента [---πὶ 0]) функцин, Нанстина гсяка частично не-

прекъс ната в сегмента [0, я) функция f(x), която е ортогонална в
’2този сегмент към всички елементи OT CHCTEM&TE{ ;sin nx}, след

нечетно продължение върху сегмента (--к, 0) се okaaea, че e орто-

гонална върху сегмента |—m, n] на всички елементи OT три-

гонометричната система (8.10), От пълнотата на системата (8.10)

следва, че тази функция е равна 8 нула в [--πὶ πὶ, а следова-

телно н Β [0, π|. Съвършено ацалогично се доказва, че и систе-

[2мата Т;ь —cosnx (n=1.2,...) e пълна B MHOMKECTBOTO OT BCHY-

KR функции, ΚΟΗΤῸ са частичио непрекъспнати в сегмента [0, =]
(нли съответно B cermenta |--к, 0)).

Забележка 2, Може да се покаже, че измежду OPTOHOPMH-

раните спстеми, указани в § 1, системите, образувани с помощта
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: на полиномите ца Лежандър, полиномите на Чебишев n функините
на Xaap, са затворени, а снетемата на Радемахер не е затворена.

3. Следствня от затвореността на тригонометричната система
Следствне |. 38 всяка частично пепрекъсната в сегмента

Ι [--πι я) функция f(x) с изпълнено равенството на Парсевадл

?
- a = Te

Ἰ ο (8.38) Σ ἀἱτῦ)- 2 J’ () dx
k=

-

(следва o1 теорема 8.3).
[ Следствие 2. TpRTONOMETPHYNHAT ред на Фурие на пронзволна,

частично цепрекъсната п сегмента [-- πὶ +) функция f(x) клони към
тази функция в указания сегмент OTHOCHO среднокна дратич-
ното разстояние (следва от теорема 8.4 н забележка 2 към

„ същата теорема).

Следствие 3. Тригонометричният ред ца Фурис на произволна,
| . частично непрекъсцата функция в сегмента [—= πὶ функция f(x)
(. ΜΌ Ο почленио да се интегрпра в този сегмент (следва от предиш-

г ΒΌΤΟ caeacTsie н теорема 2.11, глава 2),
' Следствие 4. Ако две частично непрекъснати в сегмента |-- πι α]4
е функини f(x) н д(х) имат еднакви тригонометричин редове на Фу-
"орие, то тези QYUK съвпадат тъждествено на тази сегмент (следва

от теорема B.6).

Следствне 5. Ако тригонометричният ред на Фу pHe на частично
непрекъснатата в сегмента [ =, πὶ функция Дх) е равномерно схо-
Дящ в някакъв cersent (а, b], съдържащ се в сегмента |--х, х), то
TOR клони в сегмента [a, 6) именно към функцията f(x),

Доказателство, lleka g(x) e тази (YHKUHH, KBM която
клони равномерно в |(а, 6) тригонометричният pea на @ypue на
функинята f(x). Ще докажем, че fx)==g(x) на целия сегмейт (а, δ].
Тъй като от равномерната сходимаст в сегмента (а, b] следва сред-
ноквадратичната сходимост в този интервал (аж. Гл. 2, §4, n.3),

. TO тригонометричният ред на Фурне на функцията х) клони към
функцията д(х) в сегмента (с, b] атносно срелноквадратичното раз-
стояние. Това означава, че за всяко >0 съществува п,, започ-
вайки OT което л-тата частична сума на тригонометричния ред на
Фурне удовлетворява нерапвенството

(8.39) 8= | =¢ / [ 1) = 5,012 ак< ε.
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към Дх) OTROCHO средноквадратнчиото разстояшне в целия сегмент
|--я. πὶ н в частност и на сегмента [a, #), T.e. за фиксираното > 0

съществува чясло /1, започвайки OT което

я

(840) ἬΗ[8,.)--ΚὉ}} - {{π5,0)-- ο τ <5
а

От (8.39) и (8.40) и от перавспството на трнъгълника

| g(x) ДИ == 1200535) + 11 Salx) =) |l

следва, че | g(x)—f(x)!| <e. OT последното HCpaBencTBO и OT про-
изволността на ¢>0 следва, че | а(х)-- Дх) || =0, а оттук въз основа

8 пърпото свойство на нормата получаламе, че ρ(χ)-- Χ} е нуле-
вият елемент B пространството от всички частично непрекъснати в

(а, 6) функций, т. е. с тъждествено равна на нула в сегмента (а, #1.
Следствне 5 е доказацо.

Забележка |. Разбира ce, в следствие 5 сегментът [a, b

може да съвпада с целия сегмент [-- πὶ π|, T. €. от равномерната

сходимост на реда ὰ Фурис на фупкцията Дх) върху целня гег-
мент |--к, к) следва, че този ред клони в указания CCPMEHT именно

KBM Зъуннштята Лх).
абележка 2. Аналогични следстиня са в сила н за peaa

на Фурне DO пронзволна друга затворена OPTOHOPMHPAHA система

в пространството от HACTHUNO непрекъснатите в произволен сегмент

(в, 5) функцин със скаларио произведецисе (8.1) и порма (8.7). При-
мери на TAKHRA системи са указаците в 6 | ортопормиранни CHCTEMH,

r}t{onqum ot полицомите на Лежандър и Чебишев, и системата на

aap.

5 4. Най-прости условия

за равномерна сходимост

и за почленна диференцируемост

на тригонометричния ред на Фурие

1. Уводни бележки, В математичната физика и в други раздели

ΟἹ математиката съществена роля играс въпросът за условията,

при конто тригонометричният ред на Фурие на функцията Дх) е
сходящ (към тази функция) в дадена точка х OT сегмента [—m, π]-

Още в края на мвналия век е било известно, че съществуват

непрекъснати в сегмента [--- π, +) функции, удовлетворяващи yC.10°

вието f(—=)=j(x), тригонометричните редове на KOHTO са разхо-
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- ἈΒΙΠῊ B отнапред зададена точка от сегмента [—m, | (или даже са

м ходящи върху безкпайно множе:тоо от точки OT сегмента [—=, π],
|/ снявсякъде ΓΈΣΤΟ в този сегмент)”.
е По такъв навин само непрехъснатостта на функипята Дх) в

Г cersenTa [-- π ̓ πὶ без допълнителнн условния He оситурява не само
: равномерната сходимост на тригоцометричния ред“ na Фурие на
I „ тази функция, HO дори и сходимостта на този ред B oTHanpes 3a-
„е „ дадена точка OT този сегмент.

П Ἑ В този и в следващите иараграфи ще изясиям какои изисква-
M ння трябва да добавим към непрекъснатостта ца фупкцията f(x)

. (нли да поставим BMECTO непрекъснатостта Wa f(x)), 33 да осигурим

сходнмостта на тригонометричния ред Ha tbypnc в зададена точка,
а също и 32 да осигурим равномерната сходимост 1@ указания ред

| B целия cerMenT [— =, =] или в пякаква Herona част,

При изучаването на сходимостта на реда pa Фурпие BLIMIKDA
#. я друг въпрос: обезателно ли тригоцометричиият ред на Фурие

. на пронзволно частично пепрекъсната (илн непрекъсната) в сег.
1 мента [--πὶ л) функция f(x) е сходящ поце в една точка OT този
а сегмент?
- Положителен отговор на този въпрос Gewe получен едва през

Отговорът на този въпрос «е следствие от фундаменталната
ι Теорема, доказаца през 1956 г. от Л. Карлесон““, която реши зна-
- менитата проблема ε. Н. . Лузин””“, поставеца още през 1914 г.:
г триговометричният ред на Фурие на всяка функция, 33 която съ-

" “

.ι ществува в смнсъл на Лебег интегралът f ГР(х)ах, е сходящ към
5„ Тазя Ффункция почти навсякъде в сегменга [—m, |0
| От теоремата на Карлесон следна, че редът на Фурне не сама

за всяка частично непрекъсната, но и за всяка интегруема в сег-
" Мента {---πὶ π] в собствен смисъл на Риман функция f(x) е сходящ

към тази функция почти навсякъде п сегмента | я, х) (тъй като

Е
Ξ * Пързи πρημὲρ ва такава функцят е бил ΠΟΙΤΡΟΒΗ от френския мате-
Е матяк Дю Буа Раймон през 1876 г.
“ Ε ** Л. Kapaecon — CLEPEMeHCH шнелски математик, Пълпото локазателство

| . W3 теоремата ца Карлесон може да се намери а сбарника OF пренадни статиниl «“Математиказ, 1, 1], м i, 137, crp. 113—132.
4 *** Николай Николзевич Лузин — съветеки математик, основател па Che

. временната московска математическа школа по TCOPHA Ha фуУункциите (1883—1850). Постановката на проблемата на Лузип, решена от Кзарлесон, н други
' - ΒΈΓΟΒΗ проблеми могат ла се намерят в кпигата на Н. Н. Лузип «Интеграл н

„ TPHroEOMETpHIeH pels, Mocrsa—Jlenunrpay, Гостехиздат, 1951.
.:- 19 Определеннето ma нитеграл в CMHCLI na Лебег и сходимост MOYTH

, Назсякъде в даден сегмент вж. в част 3 на тази ΚΗΗΓᾶ.

4
.
К.Ξ s, КИ В Yo Ν и

“
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за такава функция съществува нитегралът f fi(x)dx B смисъл на

-π

Римац, а следователно п в емисъл на Лебет).
Ще отбележим, че ako функцията f(x) е ингегруема в сегмента

Ге 7.7 пе в смисъл na Римайн, а само в смисъл ΠΗ Лебег, то три-
гонометричинят ред на Фурие na тази функиня може да не с схо-
Дящ В нито една точка от сегмента [—m π|. Първият пример на
интегруема в сегмента |—w, я) в смисъл на Лебег функиня fix) с
навсякъде разходящ тригонометричен ред на Фурие беше построен
през 1923 г. от съветския математик A. H. Колмогоров”.

2. Най-прости условия за абсолютна н равномерна сходимост на
тригонометричния ред на Фурие. Да установим caeanata терми-
нология.

Определение 1. Ще казваме, че функцията Дх) нма в сегмента
[a, 5) частаиачно непрекъсната проижодна, ака пронзводната /(х)
съществува и е непрекъсната навсикъде я сегмента (а, 5) с изклю-
чение може би ца краси брой точки, вън всяка 0T конто функцнията
Л(х) има крайна лява и дясна граница““,

Определение 2. Ще kaaname, че функцията f(x) има в сегмента
[a. &} частично пейрекъсната производна от ред п27-|, ако функ-
цията Й"-1 (v) има на тази сегмент частично непрекъсната пронз-
водна B смисъл WA оппеделението |,

Теорема 8.9. Ако функинята f(x) е непрекъсната в сегмента
[—=. я)|. има в този сегмент частична непрекъсната произподна н
удовлетворяка условнето Д-х)-ДЖег), 10 тригопометричинят ред
на Фурие на функиията Дал) е сходящ към тази функиня равно-
мерно в cermenra |--х, π]. Нещо повече, редът, съставен от моду-
лите на членовете на тригоцометричния ред на Фурие на функ-
цията f(x), е сходящ равнамерно в сегмента |—=, π].

Доказателство. Достатъчно e да докажем, че редът от
модулите ца членовете на тригонометричния ред на Фурие на функ-
цията f(x)

(8.45) YoV +У ау сов х | + 1 by sin kx| )
k=|

€ сходящ равномерпо в сегмента [—w, =], тъй KATO OTTVK ще следва

“ Примерът на А. Н. Колмога рав може да ге намери на стр. 412--421 от
кпигата Η͂ Н. K. Bapu « Тригонометрични редавез, Москва, Физматгиз, 1961.

** При това функцията f(x) може да се окаже недефипирана в краен брой
точки OT сегмента (а, b]. В тези точки ще я додефинираме по произволен Πᾶ-
4HE (например ще я положим равна на полусумата на лявата н дДяската H
граница).
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както равномерната в сегмента [—w, 1) сходимост на самия триго-

| вометричен pel на Фуорне на фупкцията f(x), така и сходимостта
: на ΤΌΞΗ pel (следствие 5 ог π. 3. 53) именно към функцията Дх).

Предвяд признака на Вайеллрас (вж. теорема 2.3 от глава 2)

33 доказателството на равиомерната в сегмента |-г.т) сходнимост

ι на реда (8,41) е достатъчно 13 докажем сходнмостта Π18. мажори-

: ращия го числов ред

к РИ

“ (8.42) Σ {al+1b1)
k=1

;]' Да означнм с з, н 3, тригонометричните коефичиенти на Фурие на
! функинята /(х) (деринярайки я по произволен начин н крайния

брой точки, в KOHTO ие съществува производната на Дх)”).

: Интегрираме по πΎ ΤῊ и отеитаме, че 71) е пцепоекъсната Β

; пелин сегмент [-- π ̓ π] н уловлетвориява условието {{--π}Ξ {π|). Πο-

Ξ лучаваме следните съотнотения:

3 2= " J‘ f)cos (k) dv— k. L f fi¥)sin(kx)dx=k . by,

g,t:_i_ ff(x)sin(kx)d.::_-k.% ffix)cos(k,r)d,tzuk.a*.

' конто свързват тригонометричните косфициенти на Фурие цна функ-

ἶ “ Μμῆτ8 (x) н функиията Дх)”““.
l По такъв начни

k k

" H 38 да докажем сходимостта Ha педа (B.42), e достатъчно да до-

кажем сходимостта на реда

а,! +165, | =

ξ

ЕЕЕ
(8.43) 2{ Р }

г : ἀπι Ε

!

ка " Например може да полоежим бфтикинята f(x) н указаните точки да е

Е равна ла полусумата ΟΥ лявата и Днената й граница.

** При иптегряранета Mo части € пеойхолчмо да се раздели сегментът

[—=, =] на краеп ὅποῦδ подлеегмента без айши алтрешни точки, така че на HCEKM
ΟἹ тях производната /(х) да е нпепректепата. Прилагаме формулата 88 интег-

Ι ряране по части па всекн ΟΤ Te3H ΠΟΛΟΟΓΜΟΤΤΗ и сумираме всички интеграли,
| като отчетаме, че сумата ст авснчки пронитегрирани членове е нула (тъй като

ξ ὗω € faenpex&cuara B целня сегмент [πτπὶ πὶ н удоплетворява условието
(-+«)-Дя)).

ὔἰ

[ e

|
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e .

Сходимостта на реда (8.43) следва ot слементарните неравенства“

(8.44)

Η от сеходимостта на peaoncre

=% τῷ

(8.45) Σ () 5 τ
k=] 'y

първият OT конто е сходящ по ейлата на равенството на Парсевал

за частично непрекъснатата фуйкция Г(х), а вторият - по силата
{ китегралиия признак на Коши--Маклореин (вж. гл. 1, u. 4, # 2).
Теоремата е доказана,

Забележка. Ако функцията Дх). удовлетворяваща условията
на теорсма 8.9, я продължим периодически (¢ период 2πῈ върху
иялата безкрайна праза, то теорема 8.9 дава сходимостта ва три-
гокометричния ред μ Фурие към така продължената функция,
като тази сходимоест е равномерниа в цялата безкрайна npasa.
3. Най-прости условия за почленно диференциране на тригоно-
метричен ред na Фурне. Преди всичко ще докажем следната лема
33 реда на тригопометричиите коефициенти на Фурие.

Лема 1. Нека функцията Дх) и всички нейни производини 10
някакъв ред т (A1 е цкло неотрицателно число) са цепрекъснати
в сегмента (--к, x| и удовлетвориват уславията

(= =)= fin),

( - π)-- fim)(z),

Нека освен това функинята f(x) да има в сегмента {-- πὶ 7) vac THe RO
непрекъсната произнодиа от ред м-4+1|. Тогава следният ред е

сходяЩ:

(8.47) Σ KTM (|а.| +46.,|),
К“ |

в който с @, и b, сме означили тригонометричните коефициешцти
на Фурие на функцията f(x),

I :“ Имаме предзид слементарното неравенство |а |.| #: £y (@2 +b%), след.

ваще QF неотрицателността на израза {{ -- |#|).

ф
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ей Доказателство, Да означим с πι и 3, тригонометричните
„ косфишненти на Фурие на функдията fi7+U (%), определяйки тази
ς Ффункция по пронзволен начиян в храйннии баой точки, в който не

съществува пронзводната от ред п:ч+ | па фъункинята . Като
интегрираме изразите 38 =, п 2. по части т пъти, използуваме 18-

. прекъснатостта на самата функиня Ж#х), както и на BCHYKH нейни
” производни ΠῸ ред т в сегмента [—=, =, и съотношенията (8.46), ще

е. Установим следната връзка между тригонометричните коефипиенти
i} - «.„ 83 Фурне на функцията fim 0 (x) и на самата функция flx)*:

: ж. + [ %] - #+ (|а,! + b, ]).

” По такъв начни

" К (|а, + (b ) Ξ ςХ k

- W сходимостта пна peaa (8.47) следза oT елементарните не равенстна
(8.44) и от сходимогтта на редонете (8.45), първият ΟἹ конто е
сходяЩ поради равенството на Парсевал за частично непрекъсна-
тата функцияч “ (х), а вторият — по силата на признака ца
Коши -- Маклорен. Лемата е доказаца.

Непогс редствено следствие от лема | е следната теорема.
Теорема 8.10. Нека функцията ЛДх) да удовлетворява условнята

на лема |, като т:-:1. Тогаза тригонометричният ред на Фурце
на функцията f(r) може да се диферекицира почлейцца т цъти в еее
мента | --πὶ πὶ|. .

Д оказателство. Нела 5 да е някае от числата |, 9, ..
След 5-кратно почленно диференциране на тригонометричния ред

" Ha Фурне на функиинята Дх) се получава редът

“Ἴ

P —

; (8.48) Σ ἑ’{π.ποε(ἑχ-ξ'-) + b, sin ( hx — %5 )}
k-1 и

Ще отбележим, че за всяко х от сегмента [--π ́ х) както първаца-
чалният ред на Фурние, така н редът (8.48) (е произволно

| §=1,2,...,m) се мажорират от сходящите чиелови редове (8.47).
По признака на Взайерщрас (вж. теорема 2.3 or глапа ?2) каклто
изходният ред на Фурие, тана и всехи от редовете (8.48) (ири

- 8§=1,2,...,m) ca сходящи равномерно в сегмецта [ - -πι . а тава
(по cunata на теорема 2.9 от глава 2) осигурява пъзможпостта за
т-кратното почленио диференциране на първоначалния ред Π

. Фурне. Теоремата е доказана.

* При интегрирането 00 части сегмелтът [—=.=] трибаа да се раздели на
храен брой без вътрешни точки подсегменти, ΒΑ всеки от KOKTO фупкеняга

Г D (Ἱ за е непрекъсната, н да се атчете, че пря събирането HA всички ип-
теграли по подсегментиете сумата от проинтегрираните членове е равна на нула,

“
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§ 5. По-точни условия

за равномерна сходимост

и условия за сходимост в точка

1. Модул u2 непрекъснатост на функция. Класи на Хьолдер. Ще
започием с изясняване на понятията, характеризиращи гладкостта

па изучаваните функции, и с определяне па класовете ΟἹ функини,
чрез коинто ще бъдат формулирани условията 32 сходимост на три-

гонометричния ред на фурие.

| Нека функцията f(y) с дефинирапна н непрекъсната в cerMenta

а, 5).

Опрелеленне 1. За веяко £2>0 ще наречем модул на He-

прекъснагост на фупнкиинята Дх) в сегмента (а, 6) точизта горпа

граница ог модула на разликата | Дх")-Дх”)| върху мпожеството

от всички Х” и X7, принадлежащи на сегмента |(а, 5) и удовлетво-

ряващи условието |4" 8 <A,
Ще означаваме модула на непрекъснатост на Ффунжцията Ду

в ссгмента (а, 5) със снмвола w (3, /). чака по дефиниция”

w (3, f)=sup|f(<) - Π }}.
| &= x| «

¥, 8¢ |а, )

Директио следствие o1 теоремата на Kaurop (ox. wact I, тео-
рема 4.16) €, че модулът 1A непрекъснатост ὦ (ὅ, Л на upousronua,

непрекъсната в сегмента (а, #) фупкция Дах) клони към нула при

а--0““,

Обаче за произволна, непрекъсната в сегмента [—m, n] функ-
пия f(x¥) пе моаже да се твърди нищо повече за реда на нейния

модул HA непрекъснатост w(d, /) при малки #.

Ще покажем сега, че ако функцията f(x) е диферендируема Β

cersenta (а, 5) и пейната производна f(x) е ограничена в T03d

сегмент, TO модулът на непрекъснатост на функцията f(x) в ука.

зания сегмент (g, /) има ред o3, Л- 0(8)””“.

Нанестица от теоремата на Лагранцжа ? ““ следва, че За произ-

“ Ще папомиим, че символът Е означана св«принадлежиза, така че записът

к Х” Е(а, #) означава, че точките X' н х” припазлежат на сегмента |а, δ].
ἘΞ Тъй като (по снлата па теоремата па Кантор) за всяко 170 cumec? ᾖ

вува #70 такова, че |f(x') -ЛДх”)|-< : за венчки χ н X" OT сегмента [a. δ], ͵
удоалетворяващи условието | X —xTM <.

..+ |Це папомним, че символът «-:0(5) беше вънеден я част Г и озпачава,

че съществува константа M такава, че z|=M 3. .

.... Ву teopesa 6.5 от част [
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BOJTHH TOUKH Х н х” от corventa [a, b] съществува точка Е между
точките х # х” и Taxkama, че

(8.49) JE)V =) 1И) жеа

, Тъй като производната /(х) е ограничена в сегмента [a, Я), то съ-
ществува константа M такава, че за BCHYRA х OT този сегмеицт е
изпълвено 1(х)!-<М и следователно (Ξ Ξ От последпото

1 неравенстео н 0Τ (8.49) следлва, че 1η-- Χ Ώ Μ .3 33 венчки
ι χἰ Ἢ х”от [a, b], конто удовлетворяват условието }τ - Χ « . Ho

това означава, че ο(, =M .8, т.е. че «(5, ἢ -- 0(2).
Нека з е произволно резлно чиело ot полусегмента Θ « 1,

|
е] '[ Onpeneaenne 2. Ще xaspase, че функицията Дх) припадлежи в

ἱ i

ἰ

сегмента (а, bl на класа на Хьол дер (δποκαπατοηᾧ (ἢ « χ Ξ [}ν
ако модулът ца непрекъснатаст w(, /) ma фупкинята Дх) п cer-

мента (а, Б) има ред w(3, ἢ - O(E*).
ι Фактът, че φνηκπηητα Дх) принадлежи в сегмента (а, 0) на

| класа на Хьолдер С“, обикновено се изразява чрез следиото 03-

! начение: Дх) Е С“ (а, b).
Веднага ще отбележим, че ако функцията Χ} е дифереции-

руема в сегмента (а, 5) и нейнага производна е ограничена в този

сегмент, то тази функция обезателно принадлежи н сегмецта (а, #)

на класа на Хъьолдер C'* (тава твърдсние недиага следна от до-
казаното по-горе съотнотецие «(#8, )-0(5)).

Забележ ка. Пека f(x)¢ С“ [|ὦ, b]. Точната горна граница
«“ . '!*F

на дробта Де) ЕИ върху миожествато от всички различни
| еаИ

помежду си точки X и X, принадлежащи на cerseura (а, b,

нарича копстантана Хьолдер (или коефициент нц

Хьолдер) на функцията Дх) (B сегмента |в, #)), Сумата от кон-

стантата на Хьолдер на функцията Дх) н сегмецта {a, 0) и rounara

горна граница на (Дх) в тозн сегмецт се нарича хьолдерова

норма μ Функцаията ДЛх) в сегмецта [a, 6) и се обозначава със

символа

[ Bl

Mpumep. Функцията f(x)—yx принадлежи в сегмеята [0, 1] na
класа С“ тъй като 3a произволни х и х” or [0, I}, свързани ¢

| условнето x'>>1", € H3NLIHCHO HEPABCHCTEOTO !

* Класът на ХьолДдер C!, съотаетствуУнащ на сгойността z=[, често се

| | нарича клас Ва Лийшиц.
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+

() ") =] Х” τ τ τ ἰ χ
Ἡ'.-ϊἰ“ὖ"ὶ{-τ”

(при това константата на Хъолдер, която е равиа на точ-
с
X

У _, с равна на едно, аната ropua граница 8 [0,1] на дробта - -
ψ.ἷ 'Ργϊ

хьолдеравата норма е равна на дее).

2, Формула за частичната сума на тригонометрнчния ред на Фу-

рие. Нехка Дх) да е пронзволна функция, която с дефинирана н е
частично непрекъсната B cersema | m, 141.

Перниодичнао продължение на тази функция върху 1{5-

дача безкрайна права ще инаричаме тази дЕФпнпрщм върху цялата

безк райна прцпн фупкция Дх), която удовлетворява следните три
изисквания: 1) съвиада ¢ пърноначално зададената функция в HH-
тервала -- π υ πὶ 2) приема в краищата па сегмента [--πὶ π

стпйнш:ттн

Λη)-- Ля) =g ( -7+ 0)-Дж--0));
3) удовлстворява уесловиета за перподичноест с псрипд 2w, т. е. 33
всяко х удовлетцорива съотнотшението Дх + 25) Лх).

Ще докажем следпого просто твърдение.

Лема L. Ако фуикцията F(x) е периодичното протължение

върху пулага безкразна праза ца функцията Е(х), която първоца-
N0 е дефрцпирана и е частична непрекъсиата в cersenta |--п. 5)
TO венчки интеграли от тази функция върху интервали с дължина

25 са равин помежду CH, т. е. 33 BCAKO х € изпълнено равеянството

Ж4 +

(8.50) , f Е(14 = f Ε(η dt.
Ф

Доказателство. От адитивността на интеграла имаме

4 = ¥

(8.51) | ( - f РИ + j Е + f Ε(ἐ)ε .

-.Ἡ-ι — ΕΡΎ

С помощта μ смипата ν-- Ξ-Ρ'.Ξπ ще получим, използувайки

услозието за перьш,ц:шищ:т F(y—2x)-=F(y), че

(8.52) [ F(tydt— J’ Ε(ν —2m)dy = f Fy)dy———T r.fi'(y)‘:w
—fl—{-r fl-}-r τ 4

Ot (8.51) и (8.52) caeasa съотношешието (8.50).
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. Нека сега функицията Дх) е периодичното продължекие върху

„ дялата безкрайна права 8 функцията Дх), която първоначално е
„ дефинирана н частично непрекъсната в сегмента [--π| π|.

: Да пресметнем частичната сума на тригонометриения ред на

. Фурие 5.(х, /) на функиията /в точката x:

че че ра
Е чес
Έ Ἑ 5(х, ]’):Ξἓ-;ξ-Σ (а, . cos kx+ b, . sin kx),

k=l

Като използуваме формулите 38 коефицниентите na Фурие

« π

1 ! ,
d= [Λυλάν, ay=— | f)cos(ky)dy,

e ἘΞ -B ΒῈ ω" ¥ P -
b~ [ Лу Неу (k-1,2,..)

rL

t.-n линейното CBORCTBO на интеграла, изразът за S,(v, /) може да
ξ, се запише в следиия DA
|

kal

ι п .

. δὲι(, })-“:-ξ“ f 49 [%%*Е(в*:ввйу.создх-ъ-вйп Ку . sin k,t)jdy--s

P-4

- j: f(y)[-—;——}-flz cos fi:(y-.w:)]dy.
а1

Чрез смяна на променливата y={+x получаваме

ς

| s Σ

|
‘Hakpas използуваме лема | н забелязваме, че подинтегралната
Функцня в последния интеграл е пернодична функция на аргумента

ἐ ¢ пернод 2π. Получаваме

яE(a.sa) 5,.., ῆ - - f fix+1) H—-+ Σ εοΒΜ]ἀ!.
#:

ази цел да отбележим, че 38 всяко естествено число Я и за BCAKO

а пресметнем сумата, стояща в кпадратните скоби ua (8.53). 38

резлно YHCAC { € изпълнено равенетвото

!

Р
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. ἐ Ϊ 12 sin 5 cos fif =sin (’Η"ἷ) {—sin (k-—-—-é-) ί.

Като сумираме това рапенство по всички стойности на kot 1 до
п, ще получим

n

. ἐ 1 . ?2 sin - kz=l cos #1 —sin (n +-—-2--) {—sin -

Оттук имаме

я

.t2sin + [-1--1-2 cos #Е ]-5511 (π-[--ἑ-)!
kel :

Η следоиателио

| п зйъ(п4-;3!
(8.54) ἰἷψΣυοε κι J= e

Ее 2ь1п-2-
.ул

Заместваме (8.54) в (8.53) н окончателно получаваме следната фор-
мула за п-тата частичниа сума на тригонометричен ред на Фурие:

1π| sh(n+§]t
(8.55) 5х, f)=- f/(x-t—t) у Ф,

която е валидна за весяка точка от безкрайната права.
Забележка, От формула 855 и от факта, че всички ча-

стични суми S,(x, 1) на функцията f(x)=1 са равни на единица,
следва равеинството

τ 1

(8.56) ι- f щ („+ f}i d1.
14

п-. 25m»§

3. Спомагателня твърдения. Ще докажем следното твърдение.
Лема 2. Нека функцията Дх) e частично непрекъсната в сег.

мента |-- =, п| и е продължена пернводично с период ?я върху ця-
лата безкрайна права. Тогава за веяко e>>0 съществува #(:)>0 та-
кова, че за всички и, удовлетворяващи условнето | а [ΞΞ , е изпъл-

нено неравейството

τ

[ 1t D=1y dt<e.
--ἴς
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“

| Доказателство. Да фикснираме произволно z>0. Съгласно
~reopena 8.8 (за затвореността на тригономстричната система) съ-
-ществува тригонометрячен MOJHHOM T(X) такъв, че

)Те) a=\/ [ tho-riopar< s

"Η затова BB3 OCHOBA на неравенството на Каоши--Буняковсеки”

нмаме

-

(8.57) f 14)- 1(0 41 f Χ -- TPt f ἐ{{ -
-π -

i

. Ot неравенството (8.57) н o7 перкодичността (¢ период 2πῈ εὰ ᾧγιι-
кцнвите Л) и 1(1) получаваме, че 33 BCAKO реално й

(8.58) f U+ )ἡ =T+ ) [ dE<-5--

' Тъй K210 модулът от сумата на три израза не надминава сумата
ὋΤ модулите μ тези изрази, TO за псяко реално ц е изпълнено
неравенството

(859 [ΙΛετι)- ΛὮ : [ 1w - Λ Ἐ μ ι

+f‘r:r(:+u)-—-7‘undz+f Т() - (Ὦ dt.
-

Сега остава само да забележим, че от непрекъснатостта на триго-
нометричння поляном н теоремата на Kautop (вж, теорема 4.16 от
част 1) 38 фиксираното or нас >0 съществува #7>0 такава, че 38
{ |<:5 и 38 всичкия { 0Τ [—=, 7

Е

„Тачна)--Т() <

- поради което

“ Вж. неравенства (8.7) 38 α-ἃ-τπ и b--=.
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999 еа

(8.60) f Τ( Ἐ ι)-- Τ} dt =+

Съпоставяме неравенството (8.59) с неразенствата (8.57). (8.58) н
(8.60). Получаваме

мщ
..

(8.61) | j U —f1) | di<e
- T

за геички i, 33 KOWTO |и |=3. Jlemara ¢ доказана.

Ще изведем OT лема 2 редица важин за по-нататък следствия.

Следствие 1. Axo функинята f(f) с частично непрекъсната в

сегмента [{-- πὶ я| н е периодично (е пернод 2х) продължена върху |

ицялата рсална права, а X е произволна фиксирана точка от сег-

мента [- πὶ я|, то за всяка ¢>0 съществува >0 такова, че

(8.62) f [Κττ - κ ὴ | di<e

за |и1:585.

Доказателство, Извършваме в нитеграла, стоящ в лявата |

част на (8.62), смяна на променливата T=X+{!

b4 Хъ Ι

J'lf(x-i—f-i*u) ~flx+1)|dt= j | f(z+u)—f(z) | ἀτ, |
. 4 -- X

и забелязваме, че (поради pavencrsoro (8.50))

В π

| еаАе | еи) Ле τ
μ 1 .--ἢ

Очевидно e, че нкерапенството (8.62) е следствие от (8.61).
Следствие 2. Ако всяка от функциите Д!) и #4(1/) е частично

непрекъсната в сегмента [—m, х) Η е периодично (¢ период 25)

продължена върху иялата безкрайна права, то функцията

(х)- f Дх+ 020 44

е непрекъсната функция на променливата х в сегмента [—n. πὶ.
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Доказателство. Нека хе произволна точка от сегмента |

[- π, π|. Тогава

Цх-и)--Дх)- I [f(x-- ¢ +u)—flx+0)]g(t) 4

и поцеже частично непрекъснатата B сегмента |--х, 5) функция g(t) -

удонвлетворява условието 38 ограниченост | ρί ) =AM в този сег-
мент, TO

=

еи) Щ) M. | ifles ε) - Дка|

и затова nopaan (8.62) 32 всяко «

Цхи)-- х) « ако и | δίε).

! Непрекъснатсстта на функиинята Да) в точката X € доказана.

Caeacteue 3. Ако нсяка ст функциите Д н #4(4) e частично

непрекъсната в сегмента (--хл.я)| и периодично (¢ период 2л) (
продължени върху цялата безкрайна права, то тригонометричните

| коефиицшиенти на Фурие Ha функцията Fx, 1)=fc+1) g(!) при pas-
v |, aaraxcto й по променливата /

(8.63) α.(.).---ἰ- f -+ 1) 2() cos (11) dt,

Е (8.64) в) | J χ 0g(t) sin (ne)d
¥ -

клонят KBM нула (при п- «-о) равномерно па « B cerMeHTa [—m, п.|
(а слезавателно и на цялата безкрайна права).

Доказателства. За произволна фикенрана точка х от сег-
мента [—=, =) Ффункцията #Е(х,1)--Дх-н1) 44) е частично цепре-

0 късната функлия на аргумента ἐ а сегмента {τ-πὶ πὶ н 3arosa 38

” тази функиня € в сила равенството на Паргсевал“”

ag
1

ey

2) με) τ A
=1}

“ Вж. слезствее 1  ̓ п. A § 3 53 тазн raasa.

22 Математически Π τ , 11 sECT
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---“’..ςἘςς-ς-.-ς-.:--....ςςς--ς-ς---ἘἘἘἘἨ͵͵͵-.-..

(8.65) -- f РК+ #(0 dt.

Ot равенството (8.65) следва сходимостта на реда, стоящ в лявата
му част, във всяка фиксирана точка х от сегмента Ϊ - = π]. Тъй
като указаният ред е с неотрицателни членове. то 38 доказател-

CTBOTO 13 равцомерната в сегмента [--- π, к| сходимост 1A указания

ред по силата на теоремата на Дини“ е достатъчно да докажем.

че както функцинте а,(х) и b,(x), така и сумата на реда (8.65)
=

-—:;- J.j‘"(-\f-}-t)g‘(t)dt са непрекъснати фупкци! на променливата х B
-

сегмента [—m πί, Ho това neanara следва ΟἹ предишното следствие
(достатъчно € да отчетем, че квадратът на частично непрекъсната
функция е пак частично непрекъсната функини и че cos Π н sinnt
при произволно фиксирано л са непрекъснати функцин).

Следствне 4. Ако всяка от функцинте Д1) и g(f) e частично
непрекъсната в сегмента |--к, п) и е продължена пернодично (с
пернод Зл) върху цялата безкрайна права, то редипата

(8.66) еа) =~ fn f(x-;-:)g(z)sin[(rw—,}-)r]d:

клони KLM нула равиомерио no х в сегмента [—n. х) (а следова-
телно и на цялата белкрайна права).

Доказателство, Достатъчно е да отчетем, че

sin [(п-!--:,-,-) t]=cus (nt) sin - 4-sin (л) cos -, »
%

и да приложим предишното следствие,. вземайки в (8.63) вместо

функцията #(2) функцията g({) εἱπ-ξ-. 8 Β (8,64) вместо 21) ᾧνηκ-

цията g(¢) cos -Ξ- .

4. Принцип 3a локализация. В тази точка ще докажем, че въпро-
сът 38 това, сходящ или разходящ е тригонометричният ред на

Фурие η частично непрекъснатата в сегмента [-- πὶ я) и перио-
дичната (с периоад 2x) функция f(x) в дадена точка х, се pewapa
от поведението на функцията Дх) в колкото искаме малка околност на
точката х. Това забележително свойство на тригонометричния ред

" Вж. теорема 2.4 (формулировката в термини на редове).

Ἰωῶ
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на Фурие е прнето да се нарича принцип за докализация.
Ще започнем с доказателството на една важна дема.,
Лема 3 (лема на Риман). Ако функинята Дх) е частично не-

прекъсната в сегмента | -п. =] и e пернодично (¢ nepuoa 2x) про-
дължена върху цялата безкрайна права н ако тази функция с pasia
на нула в някакъв сегмент (а, b]®, то 38 произволно положително

b—a
число 2. по-малко от —,—, трягонометричният ред на Фурие na

функпията Дх) клоци към нула равномерно п ссгмента [a+3, b—3).
Доказателство. Нека # е произволно положително число,

ὃ --α
по-малко τ . Частичината сума цна тригонометричния ред на

Фурие на функцията f{x) в произволиа точка х от безкрайната
права се определя от равепството (8.55). Полагайки

ΠΡῊ δ:Ξ ἐ1:3 π,
2 5in -

(8.67) д)- 2

0 при | t[<3

и отчитайки, че flv+{) e равна на нула, при условие че X при-
надлежи на сегмента [a@<-8, b—3), а # принадлежи на сегмента
Ε{ ξ ὴ υ можем по следния начин да препишем равелството (8.55)
33 произволна точка X от сегмента (а+#5, # -#)

.

-

8„(3:.])--;- jf Дх#“ 495 [(π *г--%-) t] dt.
Octara 33 ввемем прелвид, че редицата, стояща в дясната част HA
последното равецство, поради следствие 4 от т. 3 ΚΠΌΠΗ към нула
равномерно цо х върху цялата безкрайна npasa. Лемата e дока-

зана.

Следните теореми следват непосредствено от доказаната дема.
Теорема 8.11. Нека функцията Дх) е частично непрекъсната

в сегмента [—m, =] и е продължена периодично (е период 2m)
върху иялата безкрайна права и Heka (а, 0) е някакъв сегмецт.

b= s
При пронзволно положителна 3, по-малка ΟΤ — _—, 58 да бъде три-

гонометричният ред на Фурне на функцията Дх) сходящ (към тази
функция) разномерно в сегмента [a-+3, b—Z], достатъчно € да съ-

" Сегментът (а, b] е съвсем произаален. В частпост този сегмеят може
да не се съдържа инзцяло в [—=, =]

( ]“* Поради това, че функцията /(х) е раана на нула върху целия сегмент
а, δ].
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ществува HaCTHYHO непрекъсната B сегмента |--п, +) и периодична

(с nepuoa 215) функция g(x), имаща равномерно сходящ в сегмента
[, 5) триганометричен ред на Фурие и съвпадаща B сегмента
[a, b] с функцията f(x).

Даказателство. Прилагаме nema 3 за разликата ДХУ-2)).
Получаваме, че тригонометричният ред на Фурние на разликата
[/(x)—g(x)] пряи пронзволно # от интервала Ὅς 9-(Ρ--αὐ 2 клони
към нула равномерно в сегмента [ἀ - ὅ, ὃ---ὃ], а оттук W от равно-
мерната в сегмента (а, 0) сходимост на тригонометричния ред на
Фурне на функцията g(x) следва равномерпата в сегмента la-i-3, ὃ--- 8]
сходимост на трнигонометричния ред π8 Фурие па функцията f(x).
Фактът, че последният ред клони в сегмента [a+8. 6--5) именно
към функинята flv), се получава непосредствено от следствие
5, т. 3, § 3 на тази глава, Теоремата е доказана.

Теорема 8.12. Нека функцията Дх) е частично непрекъсната
в сегмента |-п, π] и продължена пернодично (с перниод 25) върху
пялата Geskpalina права и пека ху ¢ някоя точка ΟἹ безкрайната
npava. За 34 бъде тригонометричният ред na Фурие на фуйнкинята
Дх) сходищ в точката ху., е дастаттчно да съществува частично
непрекъсната в сегмента |--к, я) и периодична (е период 21) функ-
ция g(X). имаща сходящ в точката X, тригономстричен ред на Фу-
рие и съвпадаща с Дх) в произволноа малка B-OKOANOCT на точ-
ката X,.

Доказателство. Достатъчно е да приложим лема 3 към
A К

разликата [f(x)—g(x)] върху cermeura lx,,—-g—a.r,-:»«—-z—-] и да отче-

TEM, че от сходимостта па тригонометричните редове на функциите
[{{1}-- Σ(Χ}} и g(x) в точката X, следва сходимостта B тази точка и
ца тригонометричния ред на Dypue на функцията Длх). Тео-
ремата е доказана.

Теорема 8,12 не дава конкретпи условия, осингуряващи схо-
димостта на тригонометричиин ред на Pypue на функцията J(x)
B тачката х,. Тя показва само, че тези условия се определят
едниствено OT цпцонедениста na ДХ) в произволно малка околност
на лочката X, (г.е. HMAT локален характер)

9. Равномерна; сходимост на тригонометричння” ред на ФурнеТза
функцин ΟΤ класа на Хьолдер. В тази u в следващите точки ше
се занимаваме с уточняване 8 условията, осигуряващи равномерна
сходимост н сходимост B дадена тачка Xy на тригонометричния
ред на Фурие.

Ще nokamem следната основна Teopema,
Teopema 8.13. Ако функцията 71) принадлежи в сегмента

[—=, =] на класа на Хьолдер С“ с произволец положителен пока-

ε"

ΕΝ Ὺ
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зател х (0<z=1) н ако освен това f(—= -Дя), то тригономет-
ричният ред на Фурне на функицията Дх) е сходящ (към тази
функиня) равномерно в сегмента |--х, 7.

Д оказателство. Както обикиовена, ще считаме, че ᾧνηκ-
Пията Дх) е пернодично (с пернод 22) продължена пърху цялата
безкрайна права. Условието f{—=)— Да) осигурява така продъл-
жената функция 13 прниналлежи на класа на Хъолдер С“ върху
цялата безкрайна права.

Нека х да е пронзволна точка от сегмента [—=, π]. Умножа-
ваме двете страни na равенството (8.56) с Дх) и изваждаме така
полученото разенство от (8.55). Получаваме равенството

5in (п+ Ξ )ι'

г

(B.E8) 1 56е | е0))
а 2 а o

Or условието, че Дх) принадлежи на класа Η Хьолдер С“ , следва,
че съществува константа M такава, че

(8.69) Дх+-Дх) <МЕ“

поне когато х н { принадлежат на сегмента [—r, π|.
Да фиксираме пронзволно >0 и нека 3>0 да удовлетворява

неравенството

(8.70)F м а ες

Представяме cermenta [—rx, 5) като сума ὋΤ сегмента |11555 и na
множеството ὅξτ Ο{ =% н записваме равенетвото (8.68)

dt.

Ι sin (n-{--%—)f}
St Люе {ὰ τὸ - Да) — 2 gy

= 2 sin T

(8.71)

. 1 : !шл ἐ sinfn4-—_|{: Г Да 20 а de— L) ---—---( ) .С тещ “ " оащ #КЕ π .у #5 ἐ 2а 5

3a оценката на първия от интегралите в дясната страна на (8.71)
ще се възползуваме от неравенството (8.69) H ще използуваме, че1 =

ι Ἱτἕ 5 ¢ За всички Е OT сегмента [—r,’n]*. Ще получим, че
2 | sin 9!

“ Отбеляваното неравенство велнага слелва от факвта, че функцията
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за всяко естествено число п и за всяко X OT сегмента [—=, πὶ e
вярно

bin(n-i--]—-)f :
Г еДи —— 44

Ε |8 2 510 ἷ

| sin π-ὶ--ὲ-)ἰ}
< | ие+8-/0901 - 15
Н 58 2] s 5

и &

s | еанема | #7 4-
| # 158 o

" M= . g%

Огттуь въз основа на (8.70) за BCAKO естествено число п н за BCHKO
х от сегмента |--я, ] имаме

211 (л+ -ἑ-)ὲ

I
З ай -

"y

22 [|1 Г е+Л) dt |<--.
| 158

Вторият от интегралите в дясната страна на (8.71) с помощта на

частично непрекъснатата в сегмента [--π, х) функиня Ж4 (8.67)

се записва във вида

Ил Ι

!„.[”:Е 2 51 _-3

dr- L J-f(;c-}-t)g(f)sm[(n—}- 2323

По силата на следствие 4 от Τ. 2 дясната страна на последното

равенство клови към нула (при л-«со) равпомерно MO X B сегмента

[—=, 5). 3atona за фиксеираното от nac 20 съществува естествено

число N; такова, че

sinx π
х при измепението ΠΒ х от 0 да „ нпамалява от 1 no 2/=, Памадязваяста

sin x sinx}" cosx
на функанята x от споя страна следва от 7004, Че еЯ 5 x—1g x)<0

.-

при ОЕу 7 тъй като x<igx при 0-::͵τ͵..-:--- (вж. глава 4, част П.
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1 1

" Βὶπ(π-ἐ-ἑ}ΐ | .

Β Ξ Ξ 2sin & '

. 88 всички n=N; н всички X OT сегмента [-πὶ я).
За да опценим послединя интеграл от дясната страна на (8.71),

ще отбележим, че с помощта на частично непрекъснатата функиция
“ (8.67) този ннтеграл се записва във вида

: sin n+-;‘,-\:‘ F .

Интегралът, стоящ в дясната част на последното PABEHCTBO, клони

към нула (при п--:с) MO силата на все същото следствие 4 от т. 3

(достатъчно е да приложим това следствние към функцията fx)=1).
; Отчитаме също, че Φνηκιηητα {{Χ} e ограничена в сегмента |--- π, π],

J‘ B получаваме, че 33 фиксираното OT нас произволно >0 съще-
: ствува естествено числа N, такова, че

(8.74) “ f |!
. R

38 всички ΠΕῚ N, и BCHYKH точки X OT сегмента |--я, n].

Обозначаваме ¢ N по-голямото oy числата Ny н N, и полу-

чаваме по синлата на (8.71) — (8.74), че за фиксираното от нас

пронзволно «7>0 съществува естествено числа NV такова, че

за всяко nz=N и всенчки х от сегмента [—=, =], Теоремата е да-

} казана.
Забележка 1, Очевидио при условията на теорема 8,13

тригонометричният ред na Фурис е сходящ равномерно пе само B

сегмента |--1п, =], HO и равномерно DYpXY ицялата безкрайна права

(k1M функиията, която е пеоподичното (с период 215) продължение

на функпията f(x) върху цялата безкрайна права).
Забележка 2. Ще отбележим, че при OUCHKATA на инте-

гралите (8.73) и (8.75) използувахме «амо частичната непрекъсна.-

тост (и следиащата ΟΤ нен ограниченост) на функицията Йх) в сег.

мента [-- πὶ =] (принадлежността на Дх) na класа С“ кна Хьолдер

при оценката на тезн ниитеграли не се използува).

ἱ Забележка 3. Естествено възяиква въпросът 38 това, може
ди в теорсма 8.13 za се намали изискването 38 гладкост на функ-
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инята Дх) със запазване на твърдението на тази теорема за рав-
номерна сходимост на реда на Фурне на функцията Д(х) в сег-
мента [---πὶ г.|.

Ще припомннм, че принадлежността на f(¥) в сегмента |- =, =

към класа на Хьолдер С“ по дефипиция означава, че модулът на
непрекъснатост на функинята Дх) B този сегмент има ред

ο(δ, /-0 (#“).

Ще формулираме без доказателство така наречената теорема
на Дини--Липшиц, която твърди, че за равномерната в Cer-

мента |--п, я) сходимост на тригонометричния ред на Фурие na
функцията Дх) е достатъчно тази функция да удовлетворява усло.
BHETO Д--тп.).>- Де) н пейният модул на непрекъснатост в сегмента
—m, π| Да има ред

.. (i)
т.е, да бъде безкрайно малка величина при 3-0, имаща по-висок

!
ред, отколкото ера

Теоремата на Дини--Липшиц съдържа окончателно (чрез
модула па непрекъспатост) условне за равномерна сходимост на
тригонометричния ред на Фурие към тази функция, тъй като може
да се построи функция Дх), удовлетворяваща условието Д --- π).- :Ὲ

1с модул на HENMPEKBCHATOCT, имащ в сегмента [--- , π| ред О(--m(lm)‘
и с тригонометричен ред на Dypue, който е разходящ на миноже-
ство OT точки, което е напсякъде гъсто B сегмента [—m, x]*,

В условията на теорема 8.13 след периодичното (с период
21:) продължение на функпията f(x) се оказа, че Тя приналлежи
класа на Хьолдер С“ върху цялата безкрайна права. Естествено
ΒΞΗΗ Β въпросът 3:“:1 поведениесто на ТРНГЩЮМЕТ[]НЧ!ШЯ ред 'Ha

Фурие η функинята f{x), KOATO принадлежи на класа Ha Хьолдер
С“ само в иякакъв сегмент (а, b, а навсякъде извън този сегмент
удовлетворява само обикиовеното изискване за частична непре-
късиатост.

Отговор на този въпрос дава следната теопема.
Теорема 8.14, Нека функцията f(x) е частичино непрекъсната

в cerMenta |--т.,я| н периодично (¢ пернод 2:) е продължена върху
цялата безкрайна права. Нека освен това в някакъв сегмент [a, b},

“ Доказателство na теоремата на Дини-- Лишиници я канструкция Β
току-що указапия ΠΡΗ͂ΜΕΡ може да намерите например я кпигата А. Загмунд,
« Тригонометряческне рядь», 1. [, «Мнр», 1965, стр. 108 н 477.
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имащ дължина, по-малка от 27, 1331 фувкиня принадлежи на класа

на Хьолдер С“ с произволен положителен показател а (0<«21).
Тогава за нсико # от интервала 0<3<(b—a) 2 тригонометричният
ред на Фурне на функинята Дл) клони (към тази функция) рав-
номерно B сегмента [¢-+3, #-2).

Доказателство. Да построим функиия g(r), която в cer-
мента [a, 6) съвпада с f{x), в cermenia |(8.а + 2z] е линейна функ-
ция от BRA2 Ax+ B, прниемаша 3navenne Д5) при х-#н Да) при
X—a+2z%, и която перноднично (е пернод 25) е продължена от
сегмента (а, α - 25) върху цялата безкрайна права (на фиг. 8.1
непрекъсиатата линия представлява графиката на фуукцията 90λ),
а пунктираната линия -- графиката на построената по нея функ-
ция g(x).

Очевидно, че построената от нас функция g(y) удовлетворява
условието ρί - π) Ξ ρίπ) и принадлежи на класа на Хьолдер C* (със
същня положитедлен показател «, както н f(x)) върху ицялата без-
крайна права““. Поради теорема 8.13 и забележка | тригономе-
тричивят ред на Фурне на функцията g(¥) е равномерно сходящ п
цялата безкрайна праза, а затова поради теорема 8.11 тригономе-
тричиият ред на Фурие на функцията Дх) ¢ сходящ (към тазн
фуякцин) равномерио в сегмента [a—32, 0--2) за всяко § ot нитер-
вала 0<3<(b—a)/2. Теоремата е доказана.

Забележка 4, Твърдението на теорема 8.14 octapa в сила
и 38 сегмент (а, 6), имащ дължина, равна на 2г (т.е. за случая
b=a+2r), но в този случай при доказателството на теоремата
трябва, фиксирайки пронзиолно # от ицтервала 0<5«< п, да вземем

2 2функинята g(x), съвпадаща с Дл) в cerMenta [a»«!w-_z , п+2т:--,3-].
2 2

линейна в сегмента |а+?д- 7 . a+22+—| и пе иодияно (с периода 5 :
Π 221) продължена от сегмента [а-иа»--.-,-. π-'τ-ἓπ-:ν-ἶ,-] върху цялата без-

крайна права. Ако сегментът [2. b] има дължипа, по-голяма от
2r, то от принадлежността HA Дх) на класа на Хьолдер С“ в 1τὸ-
3H сегмент н ΟἹ условието за периодичност на Д) (с период 2r)

* Услознето функцията Ах+Я 13 понема стойността 26) при x—b и Да)
| при x=g-+2% едназначно определя KONCTaHTRT: A и Δ: .{:Ἡ".

- 5. (α-35) 706)--δγ(α).  ̓
а- Ж--#

„ Δ Достатъчно е 32 отчетем, че д(х) е наасякъде непрекъсната й че ди-
неината фунеция има ограничена производна я затова пранадлежи на класа

на Хьолдер С“ за всяка χ: ].
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Фиг. B. 1

следва, че f(x) принадлежи към класа С“ върху цялата безкрайна

права, T.C. този случай се свежда към теоремз 8.13.

6. Върху сходимостта на тригонометричния ред на @ypue на ча-

стично хьолдерова функция

Дефиниция 1. Ще казваме, че функцнята f(x) е частично

хъьолдерова в сегмента |(а, 6), ако тази функция е частично не-

прекъсната в сегмента (а, 6) и ако сегментът (а, 6) с помощта на

красн брой точки @ = αρλι ι .. <X,~b се разделя na под-

сегменти (ха-а, X3} (#-1,2,....,п), на всеки от конто тази функ“

ция принадлежи към класа С“ с някакъв положителен показател

a, (0< 2. 1), KaTO при определянето на класа на Хьолдер в под-
сегмента (ха-т, Χ} за стойността на функцията в кранщата Ha сег-

мента трибва да се вземат граничните стойности f(xe.- +0) н

f(X,l:_l'—O)‘.
С други думи, областта, където е зададена всяка частично

хьолдерова функция, се разпада на краеи брой сегменти без общи

вътрешни точки, на всеки OT които тази функция принадлежи към

класа на Хьолдер с някакъв положителен показател.

Всеки от тези сегменти ще наричаме област па гладкост

на функцията.

Дефиниция 2. Ще казваме, че функцията { е частично

гладка п сегмента [α, ὁ], ако тази функция е частично непре-

KBCHATA в сегмента [a, 5) н притежава в този сегмецт частично

непрекъсната производна““, т.е, ако функцията f(x) е частично

раъ “ Както за BCAKA часталка пепрекъсната функпия, 34 частично хьолдерова

фуккция стойлостите H3H венка точка ху TPAGHR да са раняи на полусумата от

дяеснага н лявата гранична стайност в тази точка, т. е. грябза Да ¢ в сила ра-

венството Дхд)-.-;.. ( 7(«а4-0)+/(ха-ОЙ.

.. Дж. дефипиция 1 ΟἹ т. 2, § 4 на тази глава.
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непрекъсната B сегмента (а, 6) н нейната пронзводна /(х) съще-
ствува и € непрекъсната навсякъде н този сегмент с изключение
може би ὰ краен брой точки, във всяка OT които функцията /(х)
нма крайна дясна н лява гранична стойност.

Ясно e, че всяка частично гладка в сегмента (а, 6) функция
ЛДх) е частично хьолдерова в този ссгмент.

В снла е следната основна теорема.
Теорема 8.15. Нека f(x) е частично хьолдерова в сегмента

[—= =] функиня, която е пернодично (c пернод 2л) продължена
върху иялата безкрайна права. Тогавз тригонометричният ред на
Фурие на функцията Дх) е сходящ във всяка точка х от безкрай-

- . права към стойността f(x)— ἑ,- (Дх+ 0) +Дх--0)), при това
сходимостта на този ред е равномерна във всеки фиксиран cer-
мент, лежащ в областта на гладкост на функцията Κ .

Доказателство, Твърдението па теоремата за равномер-
ната CXOHMOCT във псеки фиксиран сегмент, лежащ в областта ца
e зеднага следва or теорема 8.14. OTTYK следва н сходи-
мостта на тригонометричнииня ред ua Фурне на Ффункцията f(x) във
. Ввътрешна точка ог областта на гладкост на функцията
x*, Остава да докажем с ходимостта A тригонометричиня ред на

на функцията f(x) във всяка точка на съединецие на две
на гладкаст.

Да Φηκοηρᾶμε едиа от тези точки и да я означим с х. To-
гава съществуват копстанти M, и M, такива, че при всяко доста-
тъчно малко положително ἐ е изпълнено неравенцствого

(8.75) I+ 0—=fx+0) | <M, . (0<а<1),

а при BCAKO достатъчно малко огрицателно (е B снила церавенст-
BOTO

(8.76) fx+0—flr—=0) =M, 1 (0<zy2 1),
Да озиачим с M по-голямото or числата M, и Μ, ac а по-

р MRAROTO Or чиелата а, и х,. Тогава при | ¢] 353 в дягната част на

|
всяко OT неравенствата (3.73) н (8.76) може 11 нацилем M. .

Да фиксираме сега произволно :>0 и цо нега 5 >0, удовлегт-
ворязащо неравенството {8.70) и толкоза малка, че при || =3 ca

|
i

'

тези иеравзастаа можа да вазмам чиелотоа М. ἐϊ . Повтаряйки
разгъжденията, пооз2деци пъя дахазател:твого ΗΔ теопема 8.13,

. Ще догтигнем до разен:гвото (8.71) и за доказателствота па тео-

. * Тъй като всяка вътрешна точка ат участъка на гладк«ост може Да се
обхване със сегмонт, дежащ в този участък изпало.
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ремата остава да се убедим, че във фикснраната точка х са спра-

ведливи оценките (8.72), (8.73) к (8.74). В забележка 2 на т.5 от-

белязахме, че оценките (8.73) и (8.74) са валкдни за всяка частично
непрекъсната и периодична (¢ период 2«) функция. Остава да до-
кажем валидността на . оценката (8,72) за всички сстествени числа.

Имайки предвид, че ]“(:ч:):--;2 [ flx--0)+f(x—0)] н че“

2 41ἢ (π-!--ἔ-) ¢ 2 πἕπ(π-ι-«-ἑ-)!
f - 5 _at=2 2l _at=

in—— 2sin—

к в!п(пч---!е-]г
=2 f -  ́ 4
2 Ξεὶπ-ἶ

може да запишем интеграла, стоящ в лявата част на (8.72), по

следния начнн:

1
δ'π|| πἘ -,-}}

L e n—fw1 (-?.,-]-- dt=
...ΞΒ ΞΞἹΠΤ

Н sin n+—-l— ((8.77) =-;th [ fx+ 8)—fx+0)] - ( --%-)--dt-t-
0 25!:1Т

* Тъй като функцяята
1sin (n-i—-g—} #

ще р
2 sin 5

ey

Ε четна, т. е. 83 нсяко ἐ удовлетворява услонвието 9Ф(-1)-14(), TO имаме
2 0

fg(!jdf-‘* fq(!)df (ToCTaTHIHO е B едия OT тези нотеграля да извършям
6 5

смяната {——7) и затова

5 в 0

[ч(!) d!=2J'qs{t}dt=2f¢(r)dr.

—3 0 -3
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Ἠ

g | 1

Π Г sinjn+—1|1¢

Ἐ- ) -0 —fx—0)) — _(--—%)—dz.
- Ξεἶπ-ἓ-

32 да оценим янтегралите, стоящи в дясиата част на (8.77),
ще се възползуваме от неравенствата (8.75) и (8.76), като поста-

ΒῊΜ в десните частн Ha тези неравенства числото М.|2|“ . Като
използуваме вече приложената при доказателството на теорема
8.13 оценка

- Ν чT b Е (при { <.)

| 2

н неравенството (8.70), ще получим

“ |#и (п+ " )f
τ ека —— 2l 4

. |

{{|59 2а 5
а ΠῚ

M

5":?[[:”*4„ fm""df]=
o - .

δ’ Е
ЕА Еъа < 3

Оценката (8.72), а с нея и теоремата са доказани,
Следствне 1. Таърдението на теорема 8.15 ще бъде сигурна

вярно, ако в нейната формулировка аместо частично хьолдерова
взсмем частично гладка (в сегмента |--т1, |) функция, която е пе-

рнодично (с период 27) продължена върху цЦялзта безкрайна права.
За да формулираме още едно следствие, ще вънедем CAHO но-

80 понятие. Нека 0«<221.

Определенне 3. Ще казваме, че фуцкоията Лх) удовлетво-
ряза в дадепната точка х атляво (отдясно) усло-
BHETO на Хьолдер от ред x, ако за функпията Дх) същест-
вува в TOYRata х дясната (лявата) граница н ако съществуна та-

кава константа M, че за веинчки достатъчио малки положителнии
(отрицателни) ἐ е изпълнено неранеянството

Ε

Fix+0—f(z+0) =M (If(x-i—fi-_f(x—-())f

“ " На
;-з::м)ч

Очевидно, че гко функцията f(¥) има в дадената точка х дясна
(лява) производна, Τ ̓ Β. същестлува границата
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Щ

lim Τ - ::0) ( J_’(-Hf)t—f(x——fl)) |
; lim -

г0 Ἐθ {=+0- .0

TO функцията f(X) удовлетворява в TasH точка отдясно (отляво)
условнето на Хьолдер от произволен ред z=l. Щ

Следствне 2 (условие за сходимост на тригонометричен ред на
Фурие в дадена точка). За сходимостта на тригономстричния ред
на Фурис Η частично непрскъснатата и пернодична (¢ период 2:
функиия Дх) в дадена точка от безкрайната права Ο достатъчно
функцията Дх) ла удовлетворява в точката х отдясно условието
на Хьолдер OT иякакъв положителен ред «) и отляво условието

на Хьолдер от някакъв положителен ред @, (Η още повече даста-
тъчно е функцията Дх) да има я точката х лява и дясна произ-

водна).

Доказателество. Достатъчно с да забележим, че ако Функ-
цията ЛДх) удовлетворяна п точката X отдясно (отляво) условнето

на Хьолдер от ред %, (от ред @), то съществуна константа M,

(константа М.) такава, че 38 DCHUKH достатъчно малки положи-

телни (отрицшателни) / е в сила неравенството (8.75) (неравенството

(8.76)). Ho изложеното ΟἹ нас доказателство на теорема 8.15 из-

ползува само неравенствата (8.75) и (8.76), частичната непрекъс-
натаст н периодичността на фуикиинята f(x),

Пример. Без да пресмятаме коефициентите на Фурие на

функцията

cos x при --πῶχκοῦ,

f(x) ---{ 1/2 при х-0,
„ при О0«<х:т,

може да твърдим, че тригонометричният ред на Фурне на тази

щ l
функция € сходящ в точката X=0 KBM стойността а

функцията Дл) има в тази лачка лява производна н удовлетворява

отдя сно услокието на Хъолдер ΟἹ ред :z,:—-%—-«

7. CymMHpyeMOCT на тригонометричния ред на Фурние Ha непрекъс-

ната функция по метода на средните аритметични, Вече отбеля-

захме, че тригонометричният ред на Фурие от непрекъсната н

периодична (с пернод 21л) функция може да бъде разходящ (вж.

τ. 1). Ще докажем, че този ред въпреки това винаги е сумируем

(равномерно в цялата безкрайна права) по метода na Чезаро (или
0 метода на средиите аритметични)”.

Теорема 8.16 (теорема на Фейер)““, Ако функцията Дх) е HE

- Вж. т.1, 5 7, гл. 1. .

** Д. Фейер е доказял своята террема през 1904 r. Л. Фейер — упгар
скин магематик (1880--1959).

Tl Kato
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|
Е : в сегмента |---, π| н удовлетворява условнето Д - π) τ f(r),
.~ CPE1HOTO арятметично OT частичните CVMH на нейния TPHIOHO-

метричен ред на Фурие

. и --ПППП-Щ o=
Б Е Е Е ТЕТ

ᾖ б„(х./)- Зь(-г.Л-Е-БЯ(Х.Л**“”-?-5„-1(1.!1

“

(към тази функция) равномерно в сегмента [--π, π] (а κο-
функпията е продължена върху цялата безкрайна права с

. 2=, то равномерно в цялата безкрайна права).
Π 2o actso. От равенството (8.55) за S,(x, ἢ полу-

чаваме

Г 

TM 
е

| 18 σοὐδ- Τ Ρ Ὸ Σ ащ ( е+)е) .
μ οМ Ζ 2sin 5 oy

Ἱ . 838 да пресметнем сумата. стояща в квадратните скоби па (8.78),
ще сумираме тъждестрата

Ι.ἷ' 2sin „ 5П (м%-):в-соьт-шз(ам)г
} | 

. 
-

Hl‘:h 3a всички K-0,1,2, ..., n--1, Ще получим
; } , пе |

" 2sin ---- sin(k+ ξ )!-
Х ” k= ”

F | = 1—cosnt=:2sin? 2 .
ll . помощта на последното равенство (8.78) се преобразува във вида

ζ Ι Π Ξ ащ ἔ“;-
| (879) o, f)—— f τ ὴ 2 dt,
ἵι <. 2 sin® -ξ-

Г.! τ (8.79) веднага следна, че

Ъ " 5 аΠ ST

; (8.80) - [ 4ι-Ξ|,
1 

ЕЕ
- - Ю

A

. ΤΈΡ като лявата част ma (8.80) e равна на средното apHTMETHYHO
Ha частичните суми HA тригонометричяия ред на Фурие на функ-

ει ЦиЯта fly)=1, а всички указани частични суми са тъждествено
„.равни на единица (вж. 1. 2). /

g
Б Ле пинннат ἔπ Ее -" Бе
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Да фиксираме произволно :>0. По теоремата Ha Bafepmpac
8.7 съществува тригонометричен полином T(x) такъв, че

(8.81) =T | = =
за BCHUKM х OT безкрайната npasa. ΟΤ линейността Ha средянте
аритметични имаме o,(x, /)--6,(х, /--Т)-+в,(х, Т), така че

(8.82) 1 ) =T () | = |е (х, /--Т)+ |0, (x, Τ) -- Τ }
Записваме paseHcTLOTO (8.79) 33 функицията [ f(x)—=T(x)), отчитайки

sin? Е
неотрицателността Ha функцията ἷ а Hapuualla ядро на

52

Фейер, и нзползуваме оценката (8.81) и равенството (8.80). По-
лучаваме

Π

Lo, (¥, - Т =

. ἰ " sin? _!_1:(8.83) <. [ 10Tt - Σ <
- 2sin?

1 .Ξ ΞἹΙΙ'-{ΞΞ-
СИ - τ dli- ς

2 941ηἌ:ο--

Неравенството (8.83) е изпълнено за асяко естествено число п.
Да отбележим сега, че тригоцпометричният ред 8 Фурие па поли-
нома Т(х) съвпада с този полином. Оттук следва, че всички ча-
стични суми S,(x, T), започвайки от някакво естестнено число по,
са равнн на 1(х), Но това ци позволяна за фиксираното по-гаре
произволно е7>0 да цамерим естествено число N} такова, че

(8.84) Б (%, Τ) - ΤΑ }} < 5

за BCAKO n=N н pestko х.

Ot Hepapencrpata (8.82), (8.83) н (8.84) заключаваме, че
1% (%, )—f(¥)] <е sa всяко ΠῈ N и всяко χ. Теоремата е локазана.

8. Заключителни бележки, 19,/ За решаването на редица конкретни
задачи се налага да развиваме функцията в тригономстричен pe;}
на Фурне не на сегмента [—=, я), а на сегмента |--1, ), където
е произволно положително число. За прехода към тази случай €
достатъчно във веснчки изложени по-горе разсъждения да заменим
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променливата х c-:f . X, Pa36upa ce, при Takasa линейна смяна ца

променливяте BCHYKE установени ΟἹ нас резултати OCTABAT валндни,

Тези резултати ще се отнасят за тригонометричния ред на Фурие

: (8.85) 3 (аксов Τ hrtbysin р Е |
А |

със следните формули 33 коефнициентите на Фурие:

Ι #

Gy=— | ДО αἱ,(8.86) ! !
# ф

1 : :α,-- 1 J’ f(:)eos(-}fet)d:_ be= 1~ f ( 5 (-ζ-ω)ά:
μ By Ὺ

Няма да формулнраме отново всички установени теореми, а
„ сама ще отбележним, че във всички формулировки сегментът [--π| π|

- Tpabba да се замени със сегмента [--ἰ͵ ἢΠ, а периодът ὥπ -- с пе-
proa 2.

2°. Ще напомним, че функцията f(x) се нарича четна, aKo
удовлетворява условието Д--х)--Дх), и нечетна, ако удовлет-
ворява условнето f(—x)= — Дх).

От вида (8.86) на тригонометричинте коефициенти на Фурие
следва, че 38 четна функиция f(x) всички коефициенти b, (k=1,2,...)
са равин на нула, а 23 нечетна функция всички коефицненти
Oy (#-0, 1, 2,.,.) са равни на нула. По такъв начин едиа четна
функция f(x) се разлага в тригонометричен ред на Фурие само по
косинуси:

e

Qy . х

2 ”τ'Σ a, cos Τ kx,
Е |

8 една нечетна функция Дх) се разлага в тригонометричен ред на
Фурне само по синуси:

5 «
Σ by 5[η -τ- kx.

# k=
" 3°. Ще въведем често употребяваната комплексна форма

на записване на тригонометричния ред на Фурне (8.85).. 1.
Kato използуваме съотношенията (вж. τ. 3, §7, ra. 2)

'-ι:ἐе =c0s -Ξ kx—isin Tk,

. 28 Marewarsvecxz авалаз | чест
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-
пе τὸ s %7 “:соз-! kx εἰ εἰπ . - kx,

4

лесно е да се убедим, че тригоцометричният ред на Фурне (8.85)с коефициенти на Фурис (8.86) се записва във внида

o0 Ш.
(8.87) У чет

k:-w

а

в който комплексините коефициенти ¢, HMaT вида

ι

1 Ес.- 5 ff(l) е“ 4
-

н се изразяват чрез коефициентите (8.86) no фДюрмулите

Съе с-„::--!-?..!.. , - -*-,д,.,-*„ (k=1,2,...).

§ 6. Кратни тригонометрични редове
на Фурие

1. Понятие за кратен тригсиометричен ред па Фурие н за него-
вите правоъгълни и сферичнии частични суми. Нека функцията на
N променливи Лх;, ха,,.., хл) е дефинирана и ивтегруема в N.
мериня куб - хщ (#-1,2,. ὰ Νὴ, Този куб ще обозначим

със символа ( . Удобно е да запишем кратния тригонометричен
ред на такава функция направо в комплексна форма, използувайки
за сък ръщаване на записа NOHATHETO за скаларно произведение на
два Х-мерни вектора,

Нека х (х), Ха, .. .. х)е вектор с пронзволин реални коор-
AHHATH X3, χφ .. Хл, а n=(ny, My, ..., пл) да е вектор с цело-
чиелени координати пу, 1y, ..., Ay,

Кратен тригонометричен ред на Фурие на функ-
цията Дх)-- Дху, Ха ..., Х) се нарича ред

(8.88) ΣΊΌΟΣ Faetnm,
Πἔγτεο- τ HN=—¢u

B κοῆτο числата fm наричани
определят с равенствата

ΙΙ
“fu"" U Y

ме



KPATHH ТРИГОНОМЕТРИЧНИ РЕДОВЕ 355

(8.89) --(2π)-Ν. f f Лу γεν oo V) ейе - УАИл) dy L dy
П

а символът (X, п) обозначава скаларното пронзведение на векто-

рите X Η п, равно на Xy .M+ Xy, Πῳ τ τὐ. Хуе Пл

Разбира се, кратният тригономегричен ред на Фурие (8.88)

може да се разглежда като ред на Фурие по ортонормираната (в

N-sepuna куб П) система“, образувана с помощта на всевъзмож-
ннте пронзведения от елементите на едномериин тригонометрични

системи, язети по променливите Xy, Xy, ..., Ху съответно. Тазн op-
TOHOPMHPAHA системз € присто да се нарича кратна тригоно-

METPHYHA система.

Както и 38 всяха ортонозмирана система, 33 кратната триго-
нометрична система е вярно неравенството на Бесел:

(8.90) ἓ Ξ ‘f,l’-:_,:(?n)“f"‘f...ff(xl,x,. .. ХА) ἰχ .. 9ХА
ке) пуе а

(тук χι, X3, ....Xy) € произволна непрекъсната (нли интегруема)
в М-мерния куб функция).

Да разгледаме въпроса 38 сходнимост на кратен трнгонометри-

чен ред на Фурне. Ако в дадена точка «х-(Х), Xg,...,Xy) TaKLB
ред нее сходящ абсолютно, τὸ въпросът за пеговата CXO-

димост (пноради теоремата на Риман 1.10) зависн от реда, в който
се вземат неговите членове (илн KOETO е същото, 3aBHCH от реда

на сумиране по индексите My, My, ..., M)

Широко са разпространени два начина 38 сумнране на кратния

тригонометричен ред на Фурие — сфернчен и правоъ-
гълен.

Сферични 9acTHYHH сумя на кратния трнгонометричен ред на

Фурие (8.88) се наричат сумите от вида

5 = 2 λειων,
л|:ТА

където сумирането е по всички целочиеленн стойности My, Ry, ..., Плъу

удовлетворяващи условието |л1--4 Е
Ще казваме, че кратният тригонометричен ред Η Фурие (8.88)

* При това скаларното проязведенне на две произволни функцин се 3¢
+

финира като интеграл от произпеденнето N2 Te3H функцив пърху куба
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€ сумируем в дадецата точка х по сфгеричния метод,
точка съществува границата lim S, (x, /).

A-sco
Правоъгълни частични суми на кратния т

η Фурние (8.88) се наричат сумите от вида

ако в тази

рингонометричен ред

My N
S,fll,,,,,“,”mw(x,f)-: Σ . Σ fng—flx.n}_

”1-*""1171 nN=Mva

Ще казваме, че кратният тригоцометричен ред на Фурне (8.88)
е ΟΥ̓́ΜΠΡΥΕΜ в дадецата точка X по правоъгълния метод (или по
метода на Принсхейм), ако в тази точка съществува гранипата

lim Sm,*m,_ . ...Щ„(хт Л
Я ~yoo

Ιπ,-ωα

* 4 & % %

MW

всеки ог индексите my, Mg, ... My ΚΟΠΌΜΗ пезаписимо към 6без-
крайност).

И дпата метода за сумиране имат свонте преимущества и не-
достатъци. При разглеждането на кратен тригонометричен пред на
Фурне като ред на Фурипе по ортопормнрана система е естествено
да подредим цеговите члепове по нарастването на |л | н да изпол-
зуваме сферичините частични суми.

Правоъгълните частичнин суми се използуват при изследване
на поведенисто на кратните степепии редове около граннцата наобластта му на сходимост. Трябва да отбележним, че определението
на сумата Π8 реда като гранинца на правоъгълните суми (за раз-
K3 от определението, опиращо се на границата на сферичните
суми) не палага никакви ограничения на безкрайното множество
от парцниалин суми N3 този ред.

Преди да формулираме условия 34 сеходимост на кратен три-
гонометричен ред на Фурне, ще определим ΜΉΚΟΗ характеристики
за гладкост на функция на А променливи.

2. Модул на непрекъснатост н класове на Хъьолдер за функцин
ua N променливи. Нека функцията 7 ) =flxy, Ха .00, ХА) е дефи-
нирана и непрекъсната в N-mepuata област D,

Определение 1. За всяко 570 модул па непрекъсна-
TOCT на функцията f(x) в областта D иаричаме точината горна
граница от модула на разликата |Дх)-Дх”)| по множеството от
BCHUKH TOMRH Х” и X", конто принадлежат на областта D и раз-
стоянието 5(х”,х”) между които е по-малко от #.

Модулът на пепрекъснатост на функцията f(x) B областта D
ще означаваме CBC CHMBOJA ® (3, f).

-
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]д Опргделенне 2. За произвално х от полусегмента (0,1] ще
казваме, че функцянята Дх) принадлежч в о5ластта D на класа
на Хьолдер С“ ς показател х н ще пишем flx)eC*(D), ако μο-
дулът на непрекъснатост на функцията Дх) в областта 0 има редЗ ©(3, f) =0(3*)

|

Е R
|

!

Hexa cera х е произволно (не непременно цяло) поло-
жително число. Винагя можем да представим това число във вида*=r+%, където ге цяло, а х се съдържа в полусегмента (0,1].Определенне 3. Ще казваме, че функцията f(x) принадлежи Β

7. D па класа на Хьолдер С“ с показател 2>0 и ще пишем
ие . ако BCHYKH YacTHH произзодин на фупкдията f(x) от
г а непрекъснати в областта D и всяка частна производна ΟΤ
е !г принадлежи на класа С“ (D), въвелен в определенне 2

„ Условния за абсолютна схо
„ на Фурие
Теорема 8.17. Ако функцията f(x) пернодично (с пернод 2x повсяка от променливяте) е продължена върху цялото пространствоЕ“ н притежава в Е“ непрекъснати производни от ред 5 [N/2]+ I,където [N/2] ¢ иядлата част на числото N2, то кратният тригона-метричен ред на Фурие на фуикцията Д х) е сходящ към тазн функ-ция абсалютно н равномерно в цялото пространство £V,
Доказателство. Да се договорим да означаваме със CHM-" Ку 

твола ( '; ζ ) коефициента на Фурие на пронзводната дд "ζ с номерй Бе /a 

μ-μ;(πι v My, ..., ny). Чрез интегриране по части пол чаваме, че
и . -- 4 ш 

ι ! 3?
(д*“*)„ =in,.f, (за всяко Е-1, 2,....N), така че Σ Ι(ιἷτἷ)"

Py

AHMOCT Ha KpaTeH тригонометричен

e - ... 35 - I

=

πα Ἐ πεὶ 4+ -+ |nyl) и следователно

N| 

" 
e Ξ 97- а е( τί πετετον τ ανητη Σ [[2]дх.

k=l “

ξ " ο (8.91) е вярна не само 38 QYRKUKATA f, HO H 38 всяка
производна на функцнията / 10 ред 5--- 1 включително,
. веднага следва съотношението—— T s - τ

Ὥ5 1< й| Ἔ Та3!+ . +) ПА) ( )
lfn ( 1! 2 ал ):.+1:;”*”М“1 дхдг„.д:;н п

като в дясната част сумираме по всички цели пеотрицателни
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51 . баа еча 5л» Удозлетворяващия γΟΟΠΌΞΗΤΟ 51 Ἐ 52.Ἐ' - - +Sy=S5 (Taxa

че броят на събираемите в тази сума е равен на N'), Or (8.92)

следва“, че

(8.93)
gy,

axl’-. .. ax; )п- Ν 2

< Σ ай +И +е + а) 5 2
8.+...41„=:

Отчитаме, че 5=%+в. където e~ 8 yerto N и a-z-;- 18
нечетно N, и че

{{π[ἘΠπ2}ἘΠτ0ν + А) = (g | + |па | еее |л |)73е =

2е "Ὲ 9%
- Ше οα- -

N NN } ,

Η получанаме от (8.93), че

- |1; |

2а 28 Β
ка ο ς . Е

Ν Ly Ν
п ς

ТЕ

" ὄᾗ' "

" Jl+"!+ вя . "I'JN*!

3a да бъде кратният тригонометрнчен ред на Фурие (8.88) а0-

солютно Η равномерно сходящ, е достатъчно (поради признака на

Вайерщрас) да докажем сходимостта на мажориращия го чниелов

ред

+

(8.94)

CEX o

2 -2 L
Ay - o0 HAYM

10 (поради неравенството (8.94)) сходимостта на последния ред е

директно следствие ΟἹ сходимостта 34 всяко #-1,2,...,М ua чи
.Ъ 2Е

Е e

словия ред Σ к N Ὸ μ OT схадимостта 38 пронзволни
=30

2 2

“ Използувахме перавенствата |of.|b| = _‘L+."’__ π ([αι{{|π2 - Ἔ
2 2

+ | 8 |И (а+а3+ - +ap).
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-
щ
щ

et o

д:/ 5Σ Ν Σ ͵(Β:ι ̓'ῦχ2". εὐ ῦχ ἷΝ ),, |=i п „е N

следваща or HEp&EEHtTBGT(;‘ ;та Бесел (8.90), приложено към непре-

къснатата функция IR х З

Фактът, че кратният тригонометричен ред на Фурпе (8.88) е
СходЯЩ нменно към функцията f(x), следва от пълнотата на крат-
ната тригонометрична система”. Наинстина, ако редът (8.88) би бил
равномерно сходящ към някаква функиия g(X), TO от възможността

33 почленно интегриране на такъв ред би следвало, че BCHYKH
коефицненти на Фурне на функцията а(х) съвпадат със съответ-

|| няте коефисненти на Фурие на фуньцията f(x). Но тогава разли-
| ката | f(x)—g(x)] би Guaa ортогонална на всички елементи на крат-
|| ната тригонометричина CHCTEMA н (поради пълнотата на тази система)

„И би била равна на нула, Теоремата е доказана,
ι Забележка |. Теорема 8.17 може да бъде γτουπθμα, Вярно
е следното твърденние: ако функицията Дах), периодична 1O всяка
от променливите си (сеперншд 2π), принадлежи в Е“ на класа на

Хъолдер C* при :>-—‘:‘,—. TO KPATHHAT тригонометричен ред на Фу-
рие на Дх) е сходящ (към тази функция) абсолютно и равномерно
в цялото пространство ΕΝ,

Изясняването на условията 38 неабсолютна сходимост на
кратния тригонометричен ред на Фурне изисква привличането на
по-тънка техника,

"
t

|

Ιιὦ..ι'
| Г

|
Н

ΓῚ

Π

#

i

-

и“

|
4

“ Пълнотата кна кратната тригонаметрична система веднага следва OT пъд«
нотата на съставящите н едномерни тригонометрични системи.

!
г



9. Преобразование на Фурие

Ако функинята Дх) e дефинирана в цялата безкрайна права ἩΠῊ
в полуправата н не е пернодична, TO естествено е тази функция

да се разложни не в тригонометричен ред на Фурие, а в така на-

речения интеграл на Фурне. Настоящата глава e посветена на изу-
чаването на това разлагане.,

Ще започнем с пякой насочващи съображения. Нека перио-
дичната в сегмента |--/,Д функция f(x) e разложена в ред на
Фурие:

{(π):.-:ξἓ- -μῄΣ-Ι (a,, со5 -ἷ-“- kx-}-bksin—?— k.r) ,

i 4 i

av=—1 Г f0dt, αγ---ἰ - | 4 сов T kedt, b=+ Гл 3w αι.
i -( -#

Като заместим формално изразите за a, и b, в разлагането на
функцията f(x), получаваме

# са 4

f(x)=-§-z-—ff(t)dt+z—}—ff(t)cos—':-kx.cos%kt εἰ{-Ὁ
#-1 --#<

; 

/

+-]Г ff(t)sin —:5- kx.sin%— k!dt-—-'-gij- ff(f)fi”‘*‘
5 

=1

oo Π

l “ “ # -+Т* 1 -! |(ἁ)[ποε-ἷ- ki .cos - ЕЕ 5 - #х . 5 < kt] dt,

HAH



Да предположим, че функцията Дх) е абсолютно интегруема
2! » Т.е6. че е сходящ несобственнят интеграл

f 1501 «43, и да извършним Β равенството за f(x) формално гра-
N

ΠΘΗ преход при [—cc. Първото събираемо в дясната страна на
горното равенство клони към нула при (--со, а второто събираемо

ре)

е интегрална сума 38 интеграла f g(A)d\ na функциягта
Ό

͵

вю--- | fit)cosi(t—xt,
-#

ако положим λ,- - Хн ЗА - ; .

Формалният граничен преход води 10 равенството

Лд)г-:- fdl fj(l) cos } (f—x)dl.

Това равенство се нарича формула на Фурие (за обръщане),
Ако положим

α5.-- < | ftycosatat, b= Г fnysinatat,
-

то формулата на Фурие може да се запише във вида

f(.v:)---_j (33 созА x-+b, 5 А х) 4А.
в

Да пристъпим сега към по-строго изложение на теорията на
преобразованнето на Фурие.

24 Математически smsagy, 1 Tser
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§ 1. Представяне на функция

с интеграл на Фурие

Навсякъде по-нататък ще нскаме функцията Дх) да е абсо-

лютно интегруема върху безкрайната права (--оо, o), T.€. ще ис-
каме да е сходящ несобственият интеграл

ι

(9.1) [ 1701 d.
еа)

Определение 1. Казваме, че функцията Дх) принадлежи в без-

крайната права (—oo, оо) на класа L, т.е. Дх) Е L, (--со, =), ако

функцията f(x) e nprerpyema по Риман върху всеки сегмент (каз-
ваме, че f(x) е локалио ицтегруема) н ако ¢ сходящ несобственият

интеграл (9.1).

1. Помощни твърдения. Една комплекснозначна функция #() на

реална променлина 2 ще разглеждаме като двойка реални функ-
цни μ(λ) и ЩА) 4(А)--щ(А)4+(е(А). Комплексната функция #5) e

непректсната в дадена точка A, ако и само ако всяка от фуик-
цинте 4(3А) и 43) e непрекъсната в тази тачка.

Лема 1. Ако {{ Ly(—oo, ), τὸὟ 38 произволно реално число

λ съществува несобственият ннтеграл

3

"

(9.2) 20) = J ¢ дДх)ах,
ek

иаричан npeo6Gpatopanue на Фурие на функцията Дх) (или

Фурне-образ на /), Функцията (9.2) непрекъсиата по i във

всяка точка ot безкрайцата права.

Доказателетво. От равенството ]f(x}ei“[ = | Дх)! и or
сходимостта на интеграла (9,1) следва същесгвувацето на несаб-

5 Ὶ

ствения интеграл 2(3):|2(А)|- ΙΙ ι. ̓' ̓’“ ̓ ̓" ́| ̓{.τ) dxl ш J‘[/(:r)} dy< o, τ

признака на Вайерщрас (вж. теорема 7.8, § 3, ra. 7) следва pae-

номерната сходимост на янтеграла (9.2) и поради непрекъснатостта

на «“ по А от Teopema 7.9, 6 3, гл.Т7 следва непрекъснатостта на
g(%) във всеки сегмент, т.е. във всяка точка OT безкрайната права.

Лема 2 (лема на Риман). Нека функцията Дх) е ишштегруема

и абсолютно интегруема в интервала (g, 0). Тогава



ПРЕДСТАВЯНЕ НА ФУНКИЦНЯ С ИНТЕГРАЛЗбЗ

#

при А —oo (A е peaano).

Доказателство. Нека ¢>0 и да изберем сегмент (с, α],
съдържащ се B (g, b), такъв, че при всяко А

“f λλεῖλα dx-f f(x)e** ах ’ <E.
Нанстина o1 оценвките

U Дауе dx——J Παλεῖλα dxl < j i) el dx

#А €

+ | e dx= [t х ах
“ а «

н от абсолютната интегруемост на f(x) върху (а, b) следва съще-
ствуването на такъв сегмеинт [c, ε.

Тъй като f e абсолютно интегруема в [a, 6), то съществува
такава малка сума на Дарбу

щ

Σ ту.Ах, m;=inf f(x),
[-} ol Ра “

че

& ”

Dgff(.r) dx- Σ m;Ax,<g, Δχ, -τὸὰι,πτ ες
а 11

Да определим частично постоянна функции p(y) в [c, а| чрез
г(х:[.гп:, при X € (хеа, Х 1-1,2,..., #. Ясено e, че A< f(x) в
c,d] и

0= 'f ЛДх)е αχ-- f р(х)е “ dx
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а Η Ху " х/

f p(,l‘)f.’n“t ах- j m}cilt dx__;r (mlfl'l.r) —0

ξ ἘΞ j=1 “ а

при А -«оо, Следователно f р(х)е “ dx клони към нула при A—scc н
€

а

с произволна точност пряближава ннтеграла] ЛДх)е “ ах. Сле-
Η

дователно последният интеграл също клонн към нула при А--«ос,
Лемата e доказана.

Лема 3. Преобразованието на Фурие g(d) на Ффункиията
ЛХ) € Ly (--со, o) клони към нула при |(А |---со, т.е.

А-асо

Доказателство. Да фиксираме пронизволно :>0. От схо-
димостта на интеграла (9.1) следва, че може да изберем число 4 >0
такова, че

κ А o

f } dx+f х | dx <5+
ῶ я

За така избраното A е в сила неравенството

--τὸ

са A

80 =] [ Аме ка [- Г дде а| ++.
-А

Поради предишиата лема нинтегралът, стоящ в дясната част, може

да бъде Hanpabeu при достатъчно голямо А по-малък ΟἹ —— и сле-
2

дователно | g (A) '<e.
Jlemata e доказана,
Karo следствие OT нашите разсъждения получаваме, че

lim | сов Ах.(х)4х-0, lim { ак . fx) ах-0.
Ае а λύμο а

2. Основна теорема. Формула за обръщане
Определенние 2. За произволна функция f(x) от класа Ly(—ce, се)

границата



4 А o

3 пе ( g - di=lim + | [ [ eide=x /(:)d:]d;.
R T A 7 e

(ΠΡΗ условне че тазн граница съществува) ще наричаме разла-
гане на функцията f(x) в интеграл на Фурне.

Възниква въпросът за съществуването на разлагане на функ-
цията f(x) в ннтеграл на Фурие.

Отговор дава следната теорема.  ̓
Teopema 9.1. Ако функцията ЛДх) € 1А(-- οὐ, со) н ако f удов-

летворява в дадена точка X отдясно условнето на Хъолдер от ред
%, където 0<x,<1, а отляво -- условието на Хьолдер ot ред ἃ,,
където O0<z,=1, то в точката X е изпълнено равенството

A

. ” ~ike gy _ {πε0)7.--0).

Mo тахъв начин във BCRKA точка X, B KOATO HMame f(x)=
[z +0)+f(x—0)= Σ !(p частност във всяка точках на непрекъснатост

на /) и за която са изпълнени условията на теоремата, е палипце
равенството

ка

(9.4) fo=o | ае
et

където HECOGCTBEHHAT HHTErpan се разбира в смисъл на главна
стойност, т.е. при симетрично клонене на границите на интегри-
ране към безкрайност.

. Доказателство. Тъй като Ε(λ) e непрекъсната функция,:

Β

33 всяко A>0 съществува интегралът :
A A са

?Is- .]. σίλ)ε-ὃΣ ι:“ἓἶἷ].ε.ἱκἰ[-[ é‘ifl‘f(t)di]dl.

TO

В нинтеграла отдясно поради равномерната по А върху /сегмента
[—A. A] сходнмост на вътрешния (ограден с квадратни скоби) ин-
теграл можем да сменим реда на интегриране по ἐ u λίῃ да се
възползуваме от равенствата

А
А

[ὦ- Me—x) =200 | ащ ае) -0,
-

ἷ 
εἶλ((--α). cos А(Е--х)+ Е 51 {{--),

;

;
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и сменяме променливата {=x-+u. Получаваме

А са A

И D 1 ἐχί —L l щъе кае [ | _[ M=) ф | dt =

Υ̓ i [.- 1 T in A| =-—1I;-f/{t) o ΐ-(-.τ ) dr=TJ-f(x+u)—fl1—u— du.

Следователно 38 всяко A>0
A υ

1-:„!1-„-]; g(l)e‘“dl—-—;_:—-ff(.r-{-ufi'-—‘“ ди+

(9.5) |

| Г sin Au+ ff(x-{- ) ὶ - ἐ
ф

Тъй като f 5‘":“ du— —g— " f ’-{-Ξ-ἑἔ άι:π-ξξ-ι
Ъ а

то

Изваждаме последиите две равепнства ot (9.5) и получаваме
A o

Г ве а A SO L | g i)~ ι 0) X
A и

9.6) .( ) sin ἄμ ди.
0

х dur а) Д0 =

Тъй като функцията f(x) удовлетворява отдясно условнето па

Хьолдер от ред z;, TO съществува константа M, такава, че за до-
статъчно малки положителни и ще бъде изпълиено неравенството

| Дх+а)--Дх+ 0) =MTM, 0<21:1.

Аналогично от условието на Хьолдер отляво OT ред ἃς ще noay-
чим HEPBBEHCTBDTD

Дх-ни)--Дх--0) =My μ =



4

Σ

ПРЕДСТАВЯНЕ НА ФУНКЦИЯ С ИНТЕГРА л907
Е e Ὸ Ξ φ - ————

32 BCHYKH достатъчно малки N0 модул отрицателни и. Нека

M=max{M,, My} н 2=min{x,, 2з). Тогава горниите две оценки са
еквивалентни на следното неравенство:

(9.7) Да+и)--Дх+0)|<-М |а |“
при |и |<#, където §>0 е достатъчно малко,

Да препишем съотношението (9.6) по следния начнн:

A

| ае еже 1 f ΤΝ
ΜΨῚ

(9.8)
: 

in Ax"“f“ du-i--;— f τ = - ( - Ξ nu “ аи--

τ .

__{({-*-0) f sinda , _ flx=0) ]-звмндш

и в и

1) -«(ὦ

Нека е фниксирано произволно ε»ῷ н 57>0 изпълнява условието

Μ
μ __<__

-

Да оценим първите два интеграла в дясната част на (9.8).

От (9.7) получаваме

5з =

| [σατω- Де 01 =2 du| s |е+ад-- Де 01 <
0 а

5
..

ЗЩ] ив- dy =22
к ε}

€

Ана.шпш HO R

9

j [κ---ἡ--.α--0}} : mAu du . Ет[ flf(x—i—u)—f(x—fl)llg::—is

—3

15 ὶ -

o

Mт]. Н L!du— H?

Затова
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а

]ШХ+Ц)-ДЩ+О)] sin Audu +

м
а

1
———

=

(9.9)
1

мг

ῃ

[ i~ κα- 0) Н g <
-

За да оценим третия интеграл в дясната част на (9.8), ще
разгледаме функцнията

1 flx+u) -g(u)m{ — при |u|=3,

0 при |а |<.

Функцията #и) € 4.(-- οὐ, оо) и затова поради лемата на Риман

lim f g(u)sinAudu:dlim-"_— j χ 2“ а -- .
im -

A 
«-«2а | 4128

Ho това и означава, че за фиксираното от нас произволно >0
съществува естествено число Ny такова, че при A =N,

9.10) , L Дк-и) s dulcz-;-.
) | |а

Освен това

- 14 А # in A r 4sin Au . ἰ sinAu #а τf = du = f " йиш/ τ ат---0
-ааз 8 #

при А--.оо. Оттук следва, че 38 (WIKCHPAHOTO ΟἹ нас произволно
€>0 н 38 разглежданата точка х ще се намери N, такова, че

са -
S0 } Г sin Ди flx—0) sin Au :

s e )

ΠΡΗ A =N, Нека N=max{N,, N ). Заместваме (9.9), (9.10) н (9.11)
B (9.8) и получаваме

A

—0y !f [ g().)ef“d:u.—fif"-“—“’%f‘* 9 <

при A>N. Teopemara с nokasaua.
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Ἠ"

р S g Ὴ : e у ч ееае 7
ае -=ζὥ«.

Забележка, Определенне 3. Ще казваме, че функцаията f(x),
дефннирана в някоя прободена околност на точката Χ, удовлетво-
рява в точката X условието на JLHHH, ако:

; а) в точката х съществуват двете едностранни граници

Дх+0)- т flx+u), flx—0)=lim flx—u);
. “-ὐ..0 υ 80

' | 6) двата ннтегралаP—

| й

| са абсолютно сходящи 33 някаква положителна стойност на е.
н Ясно e, че ако непректъснатата в околност на точката х функ-
ция f(x) удовлетворява в точката х условието на Хьолдер

| flx+u)—f(x) | =M и“ ,0<«<1,

ай

[ fledu)=f(x)] . M
h_——_

м ..

ΤΝ
Д ак “
следователно 38 функцията Длх)е нзпълнено н условието μ8 Днин.

Обратното, разбира се, не е вярно.
Може Да се докаже, че условнето на Дини също осигурява

разлагзнето на функцията f(x) в нинтеграл на Фурние в дадената
точка,

Да направим някоин изводи от получените резултатни. При ус-
ловне че f(x) ¢ Ly(—oo,00), за функцията f(x) съществува преобра-
зование на Фурне

e, „Ие
-

Ве

«а

2() < f f(x)eTM*= Σ
-

Да го означим по следния начии: μ(λ)-- F(f), където с Е сме 03-
начили оператора на Фурис,

Ако са изпълнени условията на тео рема 9.1 и условието
0 -йflx)z—{m—}fi(x D 10, както доказахме, функцията се разлага B

' | янтеграл на Фурие, т.е. вярна е формулата

ка

κῸ - | ауе .
м

Тази формула се нарича обратно" преа бразование на Фурне.

Ν П | нир нн
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1 1 ПРЕОБРАЗВа

ВАН НЯ ПП

Да го означим по следния начин: }'(.κ):--ἓἑ- Е-Чр), където с
ΕΞ ¢ означен обратният оператор на Фурие, приложен към функ-

цията ρίλ), т.е. към образа на Фурие на функцията f(x).
Да подчертаем, че въпреки че формулите 33 преобразованнето

на Фурие и 38 обратното преобразование на Фурние външно си

приличат (вж. формулите (9.2) и (9.4)), по същество те са раз-

лични: в първата OT тях пнтегралът съществува в обикновен сми-

съл (понеже / Е Ly(—oo, са)), а във втората, изобщо казано, само

в смнсъл на главна стойност. Освен това равенството (9.2) е оп-
ределението на функцията g(A). а равснството (9.4) съдържа твър-

дението, че ннтегралът вдясно е равен на изходната функция fix).

3. Haxon примери. Да разгледаме правото н обратното преобра-
зование на Фурие в случая на четна и нечетна функция.

19. Случай на четна функция f(x). Очевидно в случая, когато

f(x)= f{—x), от формула (9.2) получаваме

ЩА) < f fx)(cosAx+Isindx)dx=2 ! Дх) со5 Ах йх.

Оттук следва, че φ(λ) също е четна функция. Затова

f(x)= 211- f g(A)cosix dx m—i— f #() со5 х χ.
--οὦ й

Първата от тези формули се нарича косинус преобразова-

ние на Фурие на функцията f(x), а втората -- обратно

косинус преобразование на Фурне.

20, Случай на нечетна f(x). Нека f(x)-=—f{—x). Тогава оче-

BHAHO получаваме сицус преобразование на Фурие

gM -2 | [χ)5ϊηλχ χ/
и обратно CHRyc преобразование ua Gypue

Ее

]“(:с)::„-. f f(x)sindx dx.
0

3%, Нека f(x)=eY'*l, y>0. Torasa
ел

F(f)—g(l)—-j E‘Tlx‘e"“dx-:Efe"f"‘ccs).xdx.
d-
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След лвукратно интегриране M0 части получаваме

Ρω:ε“):πἵτ-

4°. Нека

Ϊ при |x|=a,

| f(x):{ 0 при |x|>a
Torasa

gl) = Tf(x)efl‘dx—- f εχ dy = =

Да отбележнм, че 2() не принадлежни Ha L(—oo, <o),

§ 2. Някои свойства

на преобразованието на Фурие

Да установим връзка между скоростта на намаляване на функцията
Лх) Ἢ гладкостта (диференцируемостта) на нейното преобразование

на Фурие, а също и между гладкостта на функцията и скоростта

на намаляване на нейното преобразование на Фурие.
Верни са твърденията.

ТвъРденне . Нека за някое сстествено число Е функцията
(1+ | х х) € Ly(— ==, w). Тагава преобразованието на Фурие #2(3)
на функцията f(x) e диференцяруемо Е пъти, при това производната

по % от произволен pei m:==1,2, ... може да се пресметне чрез

диференциране под знака на интеграла (9.2), т.е. по формулата

(9.12) У (W)= ff(x)(ix}"‘e”"‘dx.m-al,2,...,&!‘

Доказателство. За всяко m=1,2,...,k е вярио нера-

венството

( (εἰσλ х))) = |е )TM ) Ξ 1 -Ἐἰ τ ()
-

-

Интегралът f (1+ (x| f(x)1dx e сходящ. Or сходимостта на
ааа

този интеграл и от признака на Вайерщрас (вж. теорема 7.8 от
§ 3, гл. 7) следва равномерната по А сходимост на интеграла
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Щ

oF

f fix)eTM dx B произволен cerment. OT Teopema 7.14, § 3, гл. 7
следва възможността да се диференцира тозн интеграл по A до
ред m=1,2,...,k а също и верността на формула (9.12). Твър-
деннето е доказано.

Твърденние 2. Нека функцията f(x) да има във всяка точка х
всички производни до ред k=1 включнително, като при това f(x)
н всички Й"Щ(х), m=1, 2,..., k, са абсолютно интегруеми B (— oo, оо)
к 38 произволно m между Ои k—1 /#)(х)-.0 при | х |— oo (/9(х)<-Дх)).

Тогава ЪЩЪ)]:О(]А““*) при |А |--.оо, където ρίλ) е преобразо-
ваннието на Фурие на f(x).

Доказателство, Нека A>0. Тогава
A

Af ех) ей дд:[/тд-п(х) eflx]ifl__[ е2 (x) (t").)e“?.x] +
А 

-А

A

ев (-- Д [f(x)ef’“‘dx.
—A

Ост авяме A да клони към безкрайност н оъчитаме, че произ-
водните на функцнята f(x) клонят към нула, Получаваме

J e акеу κῸ εἰ ae (- Δ} g,
Съгласно лема 3 преобразованието на Фурне на функцията /(х)
клани кум нула при |А|--ос. Следователно

[6(λ)}-- Ο(]λ1:ἢ..
Твърдението е доказано.

Твърденне 3 (равенство на Планшерел“). Нека функцията f(x)
н нейната втора пронзводна да са абсолютно интегруеми Β (— оо, o),
ДЛДх)--0, /(х)--0 при |х|--.оо. Нека функцията «(х) да е абсолютно
интсгруема B (—oco, οο). Тогава

f ДХ) φ( ) dx= ἷζ- j 2() #() ἀλ,

където gA)=F(f), φ(λ)-- Е(4) ca преобразованията на Фурие на

* M. Планшерел — швейцарскни математик (1885---1967).
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функциите / и ф съотаетно н ᾧ (λ) е функцията, комплексно спрег-
ната към ᾧ(λ).

Доказателство. Tlo формулата 38 обръщане f(x)=

:ῖ:!ζξ F-Y{g)= 2“!‘: f g(\) e~ dx, като съгласно TBLP AeHue 2
КЕ 1

ἰ 5(λ) [=c(1+]A .
Следователно ннтегралът 38 Дх) e сходящ абсолютно и равномерно
(относно х) върху (--со, са).

Умножаваме двете части на формулата 38 f(x) ς φίχ) н интег-
рираме ΠῸ хот - А 10 А. Получаваме

В дясната част на тази формула можем да сменим реда на интег-
Бе

риране, тъй като ннтегралът f g e 4е paBHOMEPHO сходящ

no А върху (—co, со). 3atona

(9.13) f fx) glx) dx = ς 7 | fep(x)ef’-'dx]m)dz.
— e

където чертата означава KOMILIEKCHOTO спрягане.

Ot оценката

л Бъ

]]Ш)*ДЩШЮЪ[ 150) |ах . «(1+|4|)-2
-J -

и OT признака на Bahepmpac нитегралът B дясната част на (9.13)
е сходящ равномерно по Д върху цялата безкрайна права. Следо-

вателно в (9.13) може да извър:шнм граничен преход при |А |--са
поД знака 13 ннтеграла. Получаваме

-

Бе 2

|͵ f(x) gx) dx — o= f #6) #7 ἀλ,
ot =]

което и трябваше 13 дакажем.

В края на този naparpad ще докажем теоремата на Котелни-
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KOB*, която играс важна роля В теорията на радновръзките. За
тази цел да направим няколко предварителии пояснения. Нека
функиията f(Xx) е пернодична в сегмента с период 21 и абсолютно

интегрусма върху интервала [-ἰ, []. Да разложим функцнята 163
в ред на Фурие (който в случая, когато удовлетворява допълни-

телни условия, € сходящ към нея)
o

{Ὲ 
Ἂφ 2

Дх)=-32-9-+2 [a,ms-;'—-.kx+bn5ini:‘ Ех ]: Σ Εὺεἱ Ге
ἀξὶ Е я е)

Функцията f(x) се нарнича сигнал, числата {ag, a;, by} нли (с.) —
k A

спектър на сигнала, числото - се нарича честота на сигнала Ἂ

Разлагането на периодична функция в ред на Фурие се нарича хар-

моничен анализ на дадената функция.

Ако функцията ЛДх) не е пернодична, то нейният ред на Фу-
рне, както знаем, може да бъде заменен с интеграла на Фурние на

функцията Дх) и 
:

[{x)=—2;j g\ e .
ΞῈ

Функцията Дх) може, както преди, да наричаме сигиал, фуйнкцията

g(}) - - cnekThp на сигнала (в дедения случай спектърът е непре-

къснат), А --- честота на сигиала.

Залачата за възстановяваце нпа сигнал по HETOBHY спектър €

важна за практиката. Ще подчертаем, че често не е необходимо

да знаем спектъра g(A) за всички честоти A, а M приборите улавят

спектъра само в някакъв диапазон от честоти |А |а (например

повешкото ухо улавя сигнали в Ддиапазон от 20 херца до 20 кило-

херца).

Затова ще считаме, че сигналът Дх)(х Е времето, οο χ са)
има финцитен спектър, различен OT нула само за честоти A, |А|<-а.
Mo такъв начин при |A|>a имаме, че ρίλγεεῦ. Следователно

(9.14) /[х]--;;- f g(l)e””"‘d).—-%:- f щуе ἀλ.

Да разложим в сегмента |--а, а) функнията g(x) в ред на Фурие
-
(7}

6(})-- X dye' ”. |

* B. A. Kotersunxos (роден през 1908 r.) — известен съветски академик,

специ2лист B теораята на радновръзките. ме ще ее
.
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ι Отчитаме (9.14) и получаваме, че

н (9.15) dy= 5= f ауе 2 dx=—:-f(+-} k).

Заместваме в реда 38 g(A) тези коефициенти H после g(i) B интег-
рала (9.14). Получаваме

a o3

— К e ка

:ἑ}ξ' / (-z г:) f o5 1) g

Доказахме следната Teopema.

Теорема 9.2 (на Котелников). За сигнала f(x) с финитен спек-

тър g(A) € B сила съотношението

- =LT ὀ ра те k)

да- Σ κ(Ξὴ- ....;.}...
Βω--ἱ й {x—-— k

. Теорема 9.2 показва, че сигиал, зададен от функцията Дх) с

Σ фнаинтен спектър 4(А), съсредоточен в изицата честоти | A |-<а, се
-

, възстановява само ΠῸ отчетените стойности / (ТГ д:!, предавани

през равни интервали от време - - -

5 3. Кратен интеграл на Фурие

B тозн параграф ще обсъдим началните понятия за кратен HHTEr-

рал на Фурис. Нека функиията на А Ξ- 2 променливи Лха, Ха, . « « + Х/)

е такава, че съществува несобственият интеграл

# -

Преобразование Η Фурие (образ на flx)) ка тази

функция ще наричаме израза

}i g.(l)_g(}'lu 12 " εκ lh‘]zvl . 'ι.: j f(xl- x,_. PR ΙΝ) (’i{x' l) d.'fidx: P de,
Ε.

κ μ --- S
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където (x,A) означава скаларното пронзведение на векторнте

X=(Xy, Хауе ана rN)HR (11,).!,.. „Ал), T.E.

(x, λ):Σ XA

По същния начин, както B 6 1. можем 18 докажем, че g(i) с
непрекъсната функцпн Ha A B Е“ и KJIOHH към нула при

Ν s

ἍΠἰΣ м) -
ἐξὶ

Границата

lim f" . 'f g(lh 121 . .)tN){E_(xI :“*)dll ада Ν 43*.%”:
уе ΕΝ

при условие че тя съществува, се нарича разлзгане на функцияга
f(x) в М-кратен интеграл на Фурне. С граничен преход получаваме,

кактао и в случая на едпа променлива, следната формула 38 οὔ-
ръщане:

е < )Лю / „ ааал
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